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Presentacion

La realidad de la educacion en el Pert es hoy algo preocupante. Los distintos
esfuerzos provenientes del Gobierno no se ven reflejados en avances significa-
tivos en esle aspecto. Las politicas educativas nos muestran resultados negativos
desde hace ya muchos afos, y es poco lo que los estudios y las propuestas han
logrado mejorar en las condiciones del sistema educativo; peor aun, permiten las
desigualdades a nivel socioeconémico en las zonas rurales mas alejadas del pais;
es decir, los estudiantes reciben una educacién de baja calidad y en condiciones
precarias.

En este contexto, los esfuerzos por aportar al desarrollo de la cultura y la
educacién en el pais seran siempre valorados. Es asi que, conscientes de esta
realidad, la Asociacién Fondo de Investigadores y Editores (Afined), a traves
de su sello Lumbreras Editores, tiene como uno de sus objetivos contribuir al
desarrollo de la educacion; ello se cristaliza a través del aporte de los profe-
cores del Instituto de Ciencias y Humanidades, quienes han sistematizado los
materiales de manera didactica gracias a su amplia experiencia docente gue
garantizan un contenido de calidad y, sobre todo, siempre accesible a los sectores
populares, sumado a la presencia de nuestro sello editorial en distintos puntos del
territorio nacional.

En esta ocasién presentamos el libro Geometria y Trigonometria, perteneciente a
la Coleccian Compendios Académicos, publicacion dirigida al estudiante preuniver-
sitario, que constituye una herramienta util para reforzar sus conocimientos gracias
al trabajo tedrico-practico asi como los problemas resueltos y propuestos mostrados
por niveles, que permiten una mejor comprension del tema. Este libro se constituye
en material de consulta no solo para alumnos sina tambien para docentes, tantc de
los Gltimos afios del nivel escolar como preuniversitario.

Finalmente, nuestra institucion reafirma su compromiso con la educacion y la
cultura del pals, contribuyendo en la glaboracion de libros de calidad, ademas de
promover €l trabajo de investigacién, que nos permite acceder a una educacion
cientifica y humanista; todo ello siempre al servicio de los sectores mas amplios de
nuestra sociedad.
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=~ Segmentos y angulos

Capitulo |

OBJETIVOS
» Conocer la definicién y los elementos de los segmentos v angulos.

« Utilizar las caracleristicas de los diferentes tipos de angulos en el calculo de las medi-
das angulares.

*  Aplicar las teorias de proporciones de magnitudes en el calculo de las longitudes de
los segmentos, asi como también en el calculo de las medidas angulares.

® Geometria

Es una rama de la matemalica cuyo objetivo es el estudio de las figuras geomélricas. La geomelria ha
sido utilizada empiricamente en lodas las culturas antiguas, pero fueron los griegos los que la sisle-
matizaron. Actualmenle se sabe que en nuestro pais, en la ciudad sagrada de Caral, se tenian ciertos
conocimientos de la geomelria.

ETimoLoagia
La palabra geometria, que liene origen en dos vocablos griegos (geo, que significa 'tierra’, y metron,
que significa ‘medida’), se entiende como “medida de la tierra”.

FIGURA GEOMETRICA
Es un conjunto de puntos que adoptan una caracleristica (forma determinada).

Algunas figuras geomeétricas notables son

Triangulo Circunferencia Pirdmide

PARTES DE LA GEOMETRIA
La geometria para un mejor estudio se divide en lres parles: las dos primeras estan relacionadas con
la geometria clasica y la tercera liene su origen en la matematica moderna.
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® Segmento

Es una parte de la recta limitada por dos puntos,
denominados extremos.

Donde A y B son los extremos del segmento AB.
Notacién: AB

Se lee "segmento de extremos A y B”.

Notacion: AB

Se lee “longitud del segmento AB",

En el grafico, AB=d

PUNTO MEDIO DE UN SEGMENTO
Es aquel punto de un segmento que determina
dos segmentos de igual longitud.

A M B
f ¢ t f {

En el grafico anterior, M es punto medio de AB
porque AM=MB. '

OPERACIONES CON LAS LONGITUDES DE LOS
SEGMENTOS

Adicidén
A

—a
AC=AB+BC
AC=a+b

+
-~

Sustraccion
D E F

—— € —

-4

I d

DF=DE +EF
d=DE+c
DE=d-c

Capitulo I: Segmentos y angulos

® Angulo
Es la figura geométrica formada por dos rayos

que lienen el mismo origen y no son colineales.

B

e _
© A

Donde OB y OA son lados del 4ngulo y O es el
vértice.

Notacion: < AOB se lee "angulo AOB".

Notacién: m<AOB se lee “medida del dngulo
AOB".

En el grafico, m«AOB=q.

CLASIFICACION
Los angulos se agruparan segun su medida an-
gular, la posicion de sus lados y la suma de sus

medidas.

Segun su medida angular

a. Angulo agudo

Es aquel angulo cuya medida se encuentra -
entre 0°y 90°,

s

b. Angulo recto

Es aquel angulo que mide 90°,
AJ

13







@ Angulos determinados por dos rectas
paralelas y una recta secante

RECTAS SECANTES
Son aquellas reclas que tienen un punto en
comun. Graflicamente

Donde [ es el punto de interseccién entre
Ly 2y

RECTAS PARALELAS
Son aquellas rectas que se ubican en un mismo
plano y que no presentan ningln punto en co-

mun. Graficamente "

-

el

Donde E, ff?

Se lee "la recla Z1es paralela a la recta [

ANGULOS ALTERNOS
Internos Externos

po Ll

— Py

& - +
7 il <
Si #, // #,, se cumple:

[_u=ﬂ y 3"1’]

ANGULOS CONJUGADOS
Internos

Externos

A% e

=]
\?:
S

- 'E?E

/ : S0P

Capitulo I: Segmentos Y angulos

Si 7, /| 7, se cumple:

[ B+a=180° y ~.f+|3=1suq

ANGULOS CORRESPONDIENTES

Si Z, /| #,, se cumple:

TEOREMA
1. Angulo ubicado entre dos rectas paralelas.
™ Z
1 o
X
B Z

) 7

Si Z, // Z,, se cumple:

2. Linea quebrada entre dos rectas paralelas.

Si E, HEZ. se cumple:

o+P+0+y=x+y+z ]

Se interpreta que la suma de dngulos ubica-
dos a la izquierda es igual a la suma de los
angulos ubicados a la derecha.

15







Problema N.° 3

SiM, N, P, Qy R son puntos consecutivos de una

recta, de modo que NQ+MP+PR=50 y .{I"E =E
MR

3
entonces NQ es

UNMSM 2005-|
Resolucion
M N P Q R
R —— . E—
} 3k i

Nos piden NQ=x.

NQ 2 .
Dato: —=— NQ= =
R =3 Si NQ=2k, MR=3k

NQ+MP+PR=50

Como MP+PR=MR

— NQ+MP+PR=50 — NQ+MR=50
2k+3k=50 — k=10
x=20

Problema N.” 4
En el grafico, las rectas E, y ?.f; son paralelas.
Si a+p=>5x, calcule el valor de x.

L]

Capitulo I: Segmentos y angulos

Resolucion

Nos piden x.
Dato: a+p=>5x

En el punto P, por angulos opuestos por el

vertice,

m<BPA=x y m«<PBA=«

Enel AAPB

x+x+a=]180° (I

Por propiedad de las paralelas en el punto R.

m<LARF=x+x
180°-f=2x
2x+p=180° (1

(N+{D

4x + a+p=360°
aX

9x=360°

x=40°

17
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12

13.

En AD se ubica e punto C v en AC el punto
(1 31

Lk L & X

tal 'uue — e = — |.

AB AD 4AC

Ly

ABNCD)=3(AD)(BC). Calcule x.

A) 15
D) 25

B) 10 C) 12

E) 5

En una recta se ubican los puntos colineales

, AC
4. Bv(C, de modo que — =38
K q B_BC 2. Calcule
AB
AC-BC
a 3 B 2 Q3
J i 7
9
2 3
D)y = =
T & 7

En una recta se consideran los puntos-con-
secutivos 4, B, C, D, E v F, tal que AB=EF,
BC=DE y CD=3(EF). Si CE=2(AB+DE) y
AF=14, calcule BD.

C) 8
~E) 10

A) 4
D) 9

B) 6

En una recta se ubican los puntos consecu-
tivos A, B, C,D, EyF, tal que

BC CD DE EF
A= =335

(AB)(BC)=(CF-AD). Calcule AB+DF.

C) 30
E) 40

A) 20
D) 35

B) 60

Capitulo I: S2gmentos y angulos

14. Enunarecta se ubican los puntos consecuti-

15.

16.

17.

vos 4, B,C, D, E, lal que 6(AC)=3(BD)=2(CE),

DE=3(AB). Calcule AD ;
CD

4 5

A) 2 B) - C) -
) ) 3 ) >

3 5
En una recla se ubican los puntos consecu-
tivos A, B,C,D,E, Fy G, tal que
ac=B8B_CE _DF sirry-ocD) y

2 3 ¢4
BF=48 cm. Calcule DA.
A) 16em - B) 12em C) 18em
D) 14em E) 15¢cm
/

Se lienen los &ngulos adyacentes AOB

y BOC, 1al que 3(m<AOB)=2(m<BOC).
Luego se traza la bisectriz OM del «AOB y

- m<MOC > m«eAOC-20°. Calcule el méxi-

mo valor entero de la m< AOB.

A) 38° B) 39° C) 40°
D) 41° E) 42°
Del gréfico,

m<AOC=m<BOD, m«COD > m«BOC.

Calcule el maximo valor entero de la
m< BOC.

B C
A 0 D
A) 61° B) 60° C) 59°
D) 58° E) 46°

19






26. Del grafico, a+f=150° y m«<AOD=110°.

Calcule m<BOC.

A

A) 45°
B) 40°
C) 50°
D) 55°

E) 60°

27. Se tienen los angulos consecutivos AOB,
BOC y COD, tal que A, O y C son colineales
y el < BOD es recto. Se trazan OM y ON, las
cuales son bisectrices de los angulos AOB
y COD, respectivamente. Calcule m<MON.

A) 115° B) 120°
D) 125°

28. Se lienen los angulos consecutivos AOB,

BOC y COD, tal que
m<BOC _ m<COD

m<AOB = > 3

Ademas m<AOD=m<AOB+m<« COD+50°.

Calcule m<AOD.

A) 140° B) 150°
D) 135°

29.” En el grafico mostrado
OF es bisectriz del < EOG

OC es bisectriz del < AOF

0D es bisectriz del « BOG
Calcule m< COD.

C) 135°

E) 110°

C) 130°

E) 120°

Capitulo I: Segmentos y angulos

hh

30.

0 G
A) 37° B) 60° ) 257
D) 45° E) 30°
Del gréfico, E,ﬁ @y, a+p+0 < 48°. Calcule

el miximo valor entero de x.

AEU" _"ﬁl

A) 10° B) 11° C) 12°
D) 13° E) 14°

31. Del grafico, Z,// %. Si ML=10, calcule LE.

121‘.]2/ @
!

A) 6 B) 8 C) 5

21
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- Triangulos

Capitulo Il

OBJETIVOS

*  Definir al triangulo rectilineo y conocer sus propiedades.
* Definir la congruencia de triangulos.

* Establecer las condiciones para que dos triangulos sean congruentes.

®: Definicion
Es la figura que se forma al unir tres lineas coplanares mediante tres puntos no colineales.

A continuacién se muestran algunos ejemplos.

/H\ Q Q s )
A C PL/\R Fj\_,ﬁ LOE Lgﬁ'

— g

Triangulo

rectilineo Triangulos mixlilineos Tridngulos curvilineos

TRIANGULO RECTILINEO
Es aquel que se forma al unir tres puntos no colineales mediante segmentos de recta.
B Elementos
*  Veértices:A,ByC
* Lados: E, BC }FE

‘¥ NoT1A
A C “Por cuestiones didécticas, cuando
‘nos referimos a un tridngulo recti-
Notacion: AABC lineo, simplemente diremos trién-

Se lee “tridngulo ABC". S

23






4. Relacion de lado-angulo

5. Relacién de la existencia -

Siazbzec,
€ a se cumple
/ \, [a-c<b<axc]
Ay b iC

& Teoremas adicionales

Del grafico adjunto

se cumple

Del grafico adjunto
se cumple
L

e e

Capitulo li: Triangulos

3.
B Del gréfico adjunto
g se cumnple
a @

4. L 4 -
Del grafico adjunto
se cumple

& Clasificacion

Los triangulos se clasifican teniendo en cuenta
sus lados y sus angulos.

SEGUN SUS LADOS

Tﬁﬁﬁgulu escaleno
Es aquel que tiene los lados de diferentes lon-
gitudes.







Capitulo IIl: Tnangulos

® Lineas notables asociadas al triangulo ~ BISECTRIZ INTERIOR 0 EXTERIOR

- | : 3 Es la ceviana que biseca a un angulo interior o
Son cinko uneas conocidas que se asocian al

exterior.
rIANEWO.
Ceviana
Es un segmento de recta que tiene por extremos
yn vertce v un punto cualquiera del lado
opuesto o de su prolongacion.
8 En el AABC, BL es bisectriz interior relativa a
AC.

A M C
En el AABC, BM es ceviana interior relativa a A
A_C- —
En el AABC, BS es bisectriz exterior relativa a
AC.
ALTURA
3 Es la ceviana perpendicular al lado al cual es
P R i I relativa.
B
En el APQR, OL es ceviana exterior relativa a
PR. i
MEDIANA il
A P C
Es la ceviana que biseca el lado al cual es re-
lativa. En el AABC, BP es altura relativa a AC.

Q

P R

En el AABC BN es mediana relativa a AC. En el APQR, a es altura relativa a PR.

27







® Congruencia de figuras geométricas

Dos figuras geométricas son congruentes si
tienen la misma forma y el mismo tamano. En
otras palabras es como si cambiaramos una
figura de una posicion a otra.

f, f,
] ]
1 A
—b—-1 p—b—
f| Erg

= se lee "es congruente”,

CONGRUENCIA DE TRIANGULOS

Dos triangulos son congruentes si tienen sus an-
gulos interiores, respectivamente, de igual me-
dida y sus lados homélogos correspondientes

de igual longitud.

Lados homoélogos. Son dos lados que se opo-
nen a los angulos de la misma medida en dos

triangulos.

Notacién: AABC = AAB'C

Se lee “AABC es congruente al AAB'C"™.

CRITERIOS PARA IDENTIFICAR DOS TRIANGULOS

CONGRUENTES
Para que dos tridngulos sean congruenies, se
deben cumplir ciertas condiciones, las cuales

50N

Criterio 1. Lado-angulo-lado (L-A-L)

Un triangulo es congruente a otro si ambos tie-
nen un angulo de igual medida y, ademas, los

Capitulo ll: Tnangulos

lados que determinan dicho angulo son de igual

longitud, respectivamente.
B
AN

A C R

Sia=n y c=m
- [ZMCEQMHJ

Criterio 2. Angulo-lado-angulo (A-L-A)
Un triangulo es congruente a olro si ambos

tienen un lado de igual longitud y, ademas, los
angulos adyacentes a dicho lado son de igual

medida, respeclivamente.

DA

£ B

Si b=t
4 ['MBCE&P@R ]

Criterio 3. Lado-lado-lado (L-L-L)
Un tridngulo es congruente a otro si ambos tie-
nen sus lados de igual longitud, respectivamente.

c/ﬂ‘\a 0
=

Siﬂ=ﬂ‘, b=m Y c={

~ | asBc=aPoR |

29






Capitulo ll: Triangulos

- P —————

5 Nota —
- 1. Enun tridngulo isésceles, al trazar la altura relativa a la base, dicha allura es biséctriz interior, -1
mediana y una parte de la mediatriz.
: B ;
SiAB=BCy BH es altura, entonces

es mediana y bisectriz interior.

& N e

- 2. En un triangulo, si se traza por el punto medio de un lado una recta paralela a otro lado,

entonces interseca al tercer lado en su punto medio.
B

/\ SiBM=MA y Z//AC
&

:/M K-\ 5

A ' ¢

! 3. En un triangulo, si la mediana relativa a un lado es la mitad de dicho lado, entonces es un
g tridngulo rectangulo.

SiAL=LC=BL

— [ m-¢ABC=Bﬁ°J

® Triangulos rectangulos notables

60

b 2b
a HJE A 75/ |k
, 15
= b3 4h
' {5
3k ok ] V5 o m+/10
. 53°%2 370
4k ' 20 3m
7 &9 17 n5v2
q r n m
16 14 &0
24q 4r n

31






Problema N.° 3
PQR es un lriéngutiequilélem_de lado 16. Par
A punto medio de PQ se traza AB perpendicular
a PR: por B se traza BC perpendicular a QR.
(Cuanto mide BC?

Q

UNMSM 2000

Resolucidn

Nos piden BC=x.
Dato: PQ=QR=PR=16

I ABP: notable de 30°y 60°
— PB=4

D BCR: notable de 30° y 60°

2 2x\3
BR = =
— 35 3
Como PR=16=PB+BR=4+ 213‘5
x=63

Capitulo Il: Triangulos

Problema N.” 4
En el grafico PS=2 cm y SR=7 cm. Halle PQ.

Q

P S R

UNMSM 2011-1

Resolucion

Nos piden PQ=x.

Por sugerencia se lraza ﬁ, tal que
m<LOR=m<LRQ=0a

— QL=LR

Del APQL se puede notar que QL=PQ=x.

Ademas
LR=QL=x y P5=5L=2

Ahora se observa de PR
PR=PS+SL+LR
9=2+2+x
x=5cm

33













Capitulo Ii: Triangulos

. En un tridngulo, las longitudes de sus lados ~ 28. En un triangulo ABC se ubican D y R en

son numeros pares consecutivos, tal que el AC, y en la prolongacion de AB, respec-
lado intermedio mide x. Calcule el menor tivamente, tal que m<RBC=m<«CBD y
valor entero de x. m< RDC=m< BDA. Si BC interseca a RD en
el punto Fy m< BFD-m< BAD=75 calcule
A) 6 , i C) 8 - m<BCD.
D) 12 E) 10
T Y T 50 o ) 5°
. En un triangulo ABC se trazan AN y CE, al- ;; ;:G B} & E)} 100
tura y bisectriz interior, respectivamente. Si
m<ABC=50"y m<BAC=60°, ca]-::lﬂ_e tam‘ue— _
dida del ngulo determinado por CE y AN, 29. Del grafico adjunto, t+n+¢-+m=490°
Calcule p.
A) 55° B) 45° C) 60°
D) 30° E) 75° n
. Del grafico, calcule x+y. b m
t
B e
o
A) 4592 B) 10°  'C) 35°
D) 30° E) 25°
A) 200° B) 180° ©) EII]': 30. Del gréfico, el tridngulo ABC es equilatero.
D) 220° E) 240 il &
. Del grafico mostrado, calcule el menor valor - B

entero de x si ¢ < 80°.

X
2x
i ]
Ry

A) 41° B) 30° ) 25° A) 10° B) 5° . C) 20°
D) 40° E) 50° . D) 15° E) 12°

37



FEC LT

: Poligonos

Capitulo 11

OBJETIVOS

Estudiar la definicién, los elementos v la clasificacién de los poligonos.

Relacionar los elementos de los poligonos a través de los teoremas que permiten

conocer la cantidad de diagonales, la suma de medidas angulares internas y externas,
entre otros.

@ Poligono plano % Elementos asociados

Es la figura geométrica que se forma al unir tres
0 mas puntos no colineales con segmentos de
recta, de tal manera que dos segmentos adva-
centes sean no colineales y limiten una sola re-

gion del plano, a la cual se le denomina regién
interior.

Angulos internos

Notacién: poligono ABCDEF LAgAsAG, <A 1404, ...

Elementos

Angulos externos
* Veértices:A,B,C, ...

A <B1A|Aj, < ByAyAg, ...
* Lados: AB, BC, CD, ...

_ Diagonal
Ta Nota Es el segmento que une dos vértices del po
Generalmente al poligono plano se le gono.
conoce simplemente como poligono. NS —
Ahs, AAy, .-

38



Di

Es el segmento que une los puntos medios de

agonal media

' dos lados del poligono.

——— e

. NoTa

'

Hay dos tipos de poligonos, los cuales son:

Poligono convexo. Las medidas de los 4n-
gulos interiores son menores a 180°,

[ ay; Op; Og; 0y; g < 180° ]

Poligono no convexo (poligono céncavo)
La medida de uno o mas angulos interio-

res es mayor a 180°.

Otra manera de reconocer si un poligono
£5 convexn o No convexo es trazando una
recta secante al poligono. Si alguna de es-
las rectas interseca a mas de dos lados, se
trata de un poligono no convexo, caso con-

trario sera convexo.
p e———

BRI e

Capitulo lit: Poligonos

NOMBRE DE ALGUNOS POLIGONOS

M.? de lados Nombre
:_ _ __3._ ;Tri::inguln o
! 4 : Cuadrilatero
.5 |Pentagono
) 6 IHéxégnno I
: S ngmgnn -
_________ s -,.d.%té_ggna )
9 | “nnégnno _
10 |Decagono |
no Endecagono
12 Dodecagono
15 Pentadecagono |
20 |icosigono |

POLIGONO EQUIANGULO

Es aquel poligono cuyos angulos interiores tie-
nen medidas iguales y sus angulos exteriores
también tienen medidas iguales.

Todo poligono equiangulo siempre es convexo.

Sea ABCDEF un poligono equiangulo.

Luego

(ﬂ|=Uz=ua=uq=u5=ua]

Tambieén

| Bi=hi=pebi=ts=ps |

39
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Lumbreras Editores

POLIGONO EQUILATERO

Es aquel poligono cuyos lados tienen longitudes 1.

iguales. Un poligono equilatero puede ser con-
vexo 0 concavo.

Ejemplos
1. Poligono equilatero convexo

2. Poligono equilatero concavo 3.

C d D

d

A d F

POLIGONO REGULAR

Es aquel poligono equiangulo y equilatero a la
vez.

Por los vértices de un poligono regular siempre
es posible trazar una circunferencia cuyo centro
es el centro del poligono.

Ejemplo 4.

Hexagono regular

F——b —

Co—— . D
@ o

b
4 \
({ é
-ﬁ\B 0- E‘!

\ /
b b
L1 i
—=5 —_—

O: centro del poligono regular

40

@ Propiedades fundamentales

Suma de medidas de los angulos interigye,

Sm<i
[75111{ i=180%n-2) ]

Donde n es nimero de lados

Suma de medidas de los angulos exteriores
Sm<«e (considerando un angulo exterior
por cada vértice)

[Sm{e=3{:‘-ﬂ° ]

Numero de diagonales

* Trazadas a partir de un vertice: #d

Donde n es numero de lados.

» Trazadas a partir de todos los vértices:

#D
[ #D=g{n-3; ]

Donde n es nimero de lados.

Nimero de diagonales medias

* Trazadas a partir del punto medio de uf
solo lado: d,,

| #dp=n-1 |

Donde n es nimero de lados.

* Trazadas a partir de los puntos medio*
de todos los lados: #Dy,

#D,,,:f—;ln—tll

Donde n es nimero de lados.
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Capitulo llI: Poligonos

NDTﬁ T —— ——— - - T e — e —— N i -"___n.
L]
« Sielpoligono es regular o equiangulo, la b. Trace paralelas a cada lado.
medida de un angulo interior y exterior
se calculara de la siguiente manera:

. 180°(n-2)
gfz ——
n

m"fza—iﬂu— A HT C i

MN // AC: EH // BC: TL /| AB

Donde n es numero de lados.
R = B: = ﬁﬂ" |

B del &ngulo central . |
:::ﬁ;ﬁg;m :;:utar ABCD. c. Elhexdgono E;lfHLTH es equidngulo. 4:
M N {

H T
+ Construccién de un octdgono equidngulo
a.  Seiniciaconunrectanguloo cuadrado

y se ubican dos puntos en cada lado

del rectdngulo o cuadrado. En cada
vértice, los tridngulos rectangulos son

. notables de 45°
£ 459]
A RO
Donde <AOB es 4ngulo central y n es el 45\'33;‘
namero de lados. 16
+ Construccién de un hexdgono equidngulo i:l_s.n
a. Construya un triangulo equiltero. i

B b. Eloctdgono ABCDEFGH es equiangulo.

D E
i
¢ o
B a
@ o
A H

O™
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PRoBLEMAS RESUELTOS

Problema N.° 1

La figura muestra un hexagono regular y un
dodecagono regular inscritos ambos en una cir-
cunferencia de radio 4. {Cuanto mide el lado del
dodecagono?

UNMSM 2000

Resolucion

. Notable de 15° y 75¢

-

(2+3)k

T —

42

Nos piden x.
En el hexagono regular ABCDEF
AB=BC=CD=DE=EF=FA

— mAB=mBC =mCD =mDE = mEF - m-‘_l:i:ﬁm
En el dodecagono regular APBQCTDMENFs

AP=PB=BQ=QC=CT=TD=DM=ME=EN=NF=f5- ”
-~ mﬁ:m%=m@=m&=...=mﬂzw

Por angulo central
m<«BOC = mBC
— m<BOC=60"

— El ABOC es equilatero

En el Ais6sceles BQC

m<QBC="2" 5 meQBc=2 .15

Trazamos Q_HJ._B_E
— BH=HC=2

En el \QHB: notable de 15° y 75°

(2v2+3 )k
(2+J3)k

x=4 2+43

2+J3

Multiplicamos por la conjugada

. 4J2+3 (2-43)
(2+43) (2-43)

_4y2+3(2-13)

2
22 _(J3)

—1

X

> x=4y2+J3(2-43)




._._- -r--—vv—-"-'r"?_—-‘_:_"_"ﬂ"

Usamos un artificio algebraico

X =4«.|'2+J§1.||{2-v@,|2

x=4ﬂ2+ ﬁHE-Jﬁ”R- \"rr.);]
i

x=4~4'2~J§

Problema N." 2

En el gréfico, se representa parte de un poligono
regular de n lados. {Cuanto vale n? —

Nos piden n.
Donde n es el niimero de lados.
Dato: ABCDEF... es un poligono regular

Capitulo Ill: Poligonios

Por medida del angulo exterior
il

n
_ 360°
e

(D

n

En el £ABCD isosceles
e=p+p
i+e=180"
Pero se sabe que m< BCD=m« CDE
i=p+ p+164°
180°-e=e+164"
Ze=16"
- e=8° (In)

Reemplazamos (I1) en (I)
360°
n=
gﬂ

n=45

Problema N.° 3
Calcule la medida de una de las diagonales de
un pentagono regular cuyo lado es 2 cm.

UNMSM 2004-1

Resolucidn

43




Lumbreras Editores

Nos piden EC=x.

Ubicamos el pentagono regular en una circun-
ferencia para observar sus propiedades.

mAB =mBC = mCD = mDE = mEA = 72°

Observamos que
mEB = 144°

14°

a9

£

— m<ECB= 72

Sabemos que EC=EB=x.
Trazamos BM. tal que BU=BC=2 cm,

Completando medidas angulares
m< EBM=m< CBM=36"

En el £LEBC, por teorema de semejanza
(m<MBC=m< BAC)

(BC)*=(EC)MC)
2V =x(x-2)

4=x*-2x

s x -2x-4=0

De la formula general

~(~2) £ ¥ (27 ~4(1)(~4)
2(1)

-
=

x =125 (Nopuede ser negativo)

X =‘.\-'r§+llﬂ“

Problema N.” 4

Los puntos A, B y C son tres vértices E-ﬂn,-,,,nm_
vos de un poligono regular de 15 lados, Caley,
los 2/3 de la ma ABC.

Resolucion

Nos piden %.t (sea m<ABC=x)
Dato: poligono regular de 15 lados ABC...

Calculo de la medida de un angulo interior en
un poligono regular (i).

;- 180(n-2)

n
Donde n es el nimero de lados

En nuestro caso n=15.

180°(15-2)
(= = |56°
15
2
— Imﬂ
3



NIVEL BASICO'

En un poligono, el nimero total de diago-
nales es igual a la suma de su nimero de
vértices vy el nimero de dngulos internos.
(Qué poligono es?

A) pentagono
B) hexagono
C) heptagono
D) octagono

E) nonagono

En un poligono, el nimero total de diago-
nales es igual al doble del niimero de lados
aumentado en 2. Calcule el ntimero total de
diagonales.

A) 5 B) 9 C) 14
D) 20 E) 54

Se tienen dos poligonos. Si la suma de sus
numeros de lados es 8 y la diferencia de
sus nimeros de diagonales es 5, calcule el
numero total de diagonales de uno de los
poligonos.

A) 2 B) 5 o9
D) 14 E) 20

Se tienen dos poligonos. Si la suma de sus
nimeros de lados es 15 y la razén geométri-
ca entre sus nimeros totales de diagonales
es 3, indique el poligono de mayor nimero
de lados.

A) pentagono
B) hexigono
C) heptagono

PROBLEMAS PROPUESTOS

En un octagono regular
ABCDEFGH, CF ~ DH={T}
Calcule m< TEF,

A) 45° B) 90° C) 60°
D) 135° E) 75°

En un poligono regular ABCDE..., ABCD y
CDEB son trapecios isosceles congruentes
y BD=AE. Calcule su nimero de lados.

A) 12 B) 10 C) 6
D) 8 E) 9

Del gréfico, ABCDEF es un hexagono regular
y BPCQR es un pentagono regular. Calcule x.

A) 14°
B) 17°
C) 18°
D) 19°
E) 15°

Del grafico, a+p=36° y ABCDE... es un po-
ligono equidngulo.: Calcule su nimero de
diagonales.

A) 170 B) 230 C) 189
D) 252 E) 405

45
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9. En un poligono equidngulo, las bisectrices

10.

11.

12.

46

correspondientes a dos angulos internos
adyacentes determinan una medida angular
equivalente a la medida angular interior del
poligono. Calcule el nimero de diagonales
de dicho poligono.

A) 5
D) 4

B) 9 C) 6

E) 2

En un poligono regular ABCD..., la medida
del dngulo determinado por AC y BD es
1359, Calcule su niimero de lados.

A) 6
D) 10

B) 8 C) 4

E) 12

¢En qué poligono se cumple que el nimero
de diagonales excede al nlimero de vértices
en 257

A) dodecégono
B) undecégono
C) decagono
D) octagono
E) icosagono

Se tienen los poligonos convexos ABCDE
y MNPQRS, tal que M y S pertenecen a ED
y los otros vértices del poligono de mayor
numero de lados se ubican en la region in-
terior del otro poligono. Calcule el ndmero
de diagonales trazados desde 4 vértices

consecutivos en el poligono no convexo de-
terminado.

A) 25
D) 37

B) 29 C) 33
E) 40

13.

14.

15.

Del gréfico se muestran dos poligong -
lares. Calcule x, -

€
A) 16° B) 18° ) 20°
D) 22° E) 24°

En el grafico adjunto, ABCDEFGT es un equi.
angulo, DM=ME y RH =2 +1. Calcule CR.

L D

A) V2+242
B) J4+2
Q) 242
D) Vi+2V2
E) V4+2J2

En un dodecégono equidngulo ABCDE--
calcule la medida del anguiq“dzte
por las mediatrices de AB y DE.

c) 120°
£) 90°

A) 45°
D) 6Q©

B) 150°




16.

17.

18.

151

En un poligono se cumple que el numero
de diagl:l'ﬂl'l?"i menos €l numero de angulos
rectos, que equivalen a la suma de las me-
didas angulares interiores, es 103. Calcule e
numero de diagonales.

A) 252 B) 200

D) 135

C) 170
E) 104

En un poligono equiangulo se cumple que
la medida de un angulo interior es numeéri-
camente igual a veinte veces el mimero de
lados. Calcule el nimero de vértices del po-
ligono si s un nuMero par.

A) 12 B) 4

D) 6

C) 10
E) 8

NIVEL INTERMEDIO

En un poligono se cumple que el cuadrado
de su numero de lados, menos nueve es
igual al nimero total de diagonales. Calcule
la suma de sus medidas angulares internas.

C) 540°
E) 900°

A) 180°
D) 720°

B) 360°

En un poligono regular, la medida de un an-
gulo exterior es 45 veces el nimero de diago-
nales de dicho poligono. (Qué poligono es?

A) triangulo equilatero
B) cuadrado

C) heptagono regular
D) hexagono regular
E) pentagono regular

En un octégono equiangulo ABCDEFGH,
ABV2 CDV2 7y EF+GH=2.

_.._,H'__,___

Calcule FG.

21.

23.

24,

Capitulo Il Poligonos

A) 6-J2
D) 7

B) 5-J2 ) 4-02

E) 8- J2

En una recta 7 se ubica el segmento AB,
A cada lado de la recta v en el mismo
plano se construyen los poligonos regulares
ABCDEF y ABPQRSTM. Si AB=4, calcule la
distancia entre DE y SR.

A) 4(V3+v2+2)
B) 5(V6+v3+42)
) 4(V6+v2+43)
D) 4(V3+42+1)
E) 2(V2+J3+2)

En el hexagono equidngulo ABCDEF,
EF=DC=2 y AB=5. Si ED*-BC*=12,
calcule ED+AF.

C) 8

5 B) 6
6 E) 4

A)
D)

En un cuadrilatero regular ABCD se traza BD
y en él se ubica el punto F.

Si CF N AB ={E}, m< AFD=2m<AFE,
calcule m<EFB.

B) 72° C) 54°
E) 60°

A) 45°
D) 36°

Se tiene el hexagurﬂ regular ABCDEF. En
la prolongacion de BA se ubica el punto T
y se construye el rectiangulo TBDR, tal que

AT=FE. Calcule m< TFR.

A) 150°
D) 154°

B) 100° C) 136°

E) 120°
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25. En un poligono equiangulo, la razon de las
medidas de un angulo exterior e interior es
de 2 a 7. Calcule el nimero de diagonales
trazados desde un vértice para dicho poli-

gono.
A) 8 B) 7 C) 6
D) 5 E) 4

26. En un cuadrado ABCD de centro O se traza
el poligono regular OPQRST, tal que P, Q, R,
Sy T estan ubicados en la region exterior de
ABCD. Si OT L AD, calcule la medida del 4n-

gulo determinado por PQ y CD.
A) 45° B) 60° C) 53°
D) 72° E) 80°

27. En un decdgono regular se trazan dos dia-
gonales que se intersecan en el centro de
dicho poligono. 5i de los poligonos parciales
determinados ninguno es triangulo, calcule
el nimero de diagonales trazados desde
dos vértices consecutivos en el poligono de
mayor numero de lados.

A) 4 B) 7 C) 9
D) 6 E) 12

28. La razén geométrica de las medidas de los
angulos centrales de dos poligonos regula-
res es de 8 a 9 y la suma de sus nimeros de
lados es 17. Calcule la suma de las medidas
de los dngulos interiores de dichos poligo-

nos.
A) 5400° B) 2320° C) 2230°
D) 2340° E) 2430°

48

29. En el grafico se muestran dos POligona,
gulares. Si O es el centro de ung g, EI]::
calcule x. '

A) 82°30'
© D) 85930

B) 83°30'

C) 84°3¢
E) 86°

30. En un nondgono ABCDEFGHI convexo se
traza EK (K es el punto medio de uno de
los lados), tal que los niimeros de lados
de los poligonos determinados son pares.
Calcule el nimero de triangulos parciales
formados que se determina al trazar las di¢
gonales desde un vértice en el poligono de
mayor namero de lados.

A) 8 B) 7 C) 6
D) 5 E) 4

31. En un decagono convexo se trazan d‘“‘cﬁ"
gonales que se intersecan Y determind
cuatro poligonos, donde su nimero d¢ o
dos son consecutivos. Calcule el numero*”
(al de diagonales medios del poligono
tiene el mayor nimero de lados.
A) 9 B) 15

D) 28
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i Cuadrilateros

OBJETIVOS

Capitulo IV

+ Definir el cuadrilatero rectilineo y conocer sus propiedades.

« Conocer los tipos de cuadrilateros.

® Definicion
Eslafigura que se forma al unir cuatro puntos no
colineales mediante cuatro lineas coplanares.

A continuacion se muestran algunos ejemplos.

& N
DA
A—Dp M Q0 )

Cuadriliteros rectilineos

M Q M 0 M Q

]

Cuadriliteros mixtilineos

5 K

L D

Cuadrildtero
curvilineo

CUADRILATERO RECTILINEO

Es aquel que se forma al unir cuatro puntos no
colineales mediante segmentos de rectas co-
planares.

A este cuadrilatero rectilineo se le denomina,
cominmente, cuadrilitero.

C
B Notacion:

CAABCD se lee “cuadri-

latero convexo ABCD"
A D

Elementos
» Vértices:A,B,CyD
« Lados: E, EE, cD y AD

N
Notacidén:
AMNPQ se lee “cuadrila-
tero no convexo (céncavo)
Q MNPQ",
M P
Elementos

« Vérticess M,N,PyQ
= Lados: M_N. E’ﬁ FTO- y O_M

49



Lumbreras Editores

Trapezoide simeétrico
e O, — == _r_H] Es aquel en que solamente una ge
Por cuestiones didéacticas, cuando nos refe- : los Flkois Baraanidion
rimos a un cuadrilatero rectilineo, diremos g;:f,nna = peipe armente 5,
simplemente cuadrilatero. B
!
On
@ Tipos de cuadrilateros A C

!
CUADRILATERO NO CONVEXO (CONCAVO) 1;::
$i BO=0D y ACLBD
—» [AABCD es un trapezoide simétrico,
AC: eje de simetria

BD: no es eje de simetria

Propiedades: EB=AD, BC=CD - E#ﬁ]

Diagonales: MP y E

Propiedad:| m+n+{+t=360° ] Trapezoide asimétrico
Es aquel que no tiene las propiedades del

trapezoide simétrico.
CUADRILATERO CONVEXO c

B

t: medida angular

A D

AC: no es eje de simetria
— = BD: no es eje de simetria
Diagonales: AC y BD }

Pmpiedad:[ o+B+8+y=360° ] | b. Trapecio
Es aquel cuadrilétero que tiene dos 1ad®

opuestos paralelos y los otros dos no 0"

Clasificacién de los cuadrilateros convexos

. i I .
Se clasifican teniendo en cuenta el paralelismo RSN
de sus lados. B C B ¢
Existen tres tipos de cuadriliteros convexos y
son los siguientes:

A D A D
a. Trapezoide
Es aquel cuadrilatero cuyos lados opuestos BC//AD: BC y AD se denominan bases

no son paralelos, y CD se den”

Se cla AB no es paralelo a CD: AB :
® Clasifica segtn la simetria que presente, minan lados laterales o lados oblicuos:

50
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El trapecio se clasifica teniendo en cuenta

Teoremas
las longitudes de los lados laterales.

/ ™ Trapecio escaleno
M N Es aquel cuyos lados laterales tienen longi-
/ \ tudes diferentes.
4

A D %
$i BC//AD//MN y AM=MB, Yy 6
se cumple o B
A D
AD + BC
MN = ————
’ Si BC//AD y AB = CD,
B c
P Q Trapecio isésceles _
Es aquel cuyos lados laterales tienen longi-
D tudes iguales.

A

si BC//AD//PQ y AP=PC,

se cumple

’ AD - BC
PQ= ___E__J
SiBC//AD y AB=CD,

A N )

E i Nota \
L s Si un lado lateral de un trapecio escaleno es
perpendicular a las bases, entonces al trape-
h. cio se le denomina trapecio rectangulo.
D ¢ B C
Si AB/DC//LS y DC > AB, ’
se cumple o w .
A D
C - AB : -
= gy,
BC//AD,ABLBC,BC = AD
\_ R k. "
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c. Paralelogramo
Es aquel cuadrilate

son paralelos.
B ]C
A D
SiAB//CD y BC//AD
—s [~7ABCD es paralelogramo

ro cuyos lados opuestos

Teoremas
|. Los lados opuestos tienen longitudes

iguales.
B b C
-
A d D -
rﬁ!:c A b=d ]

2. Los &ngulos opuestos tienen medidas
iguales.

B C
B 6
o ¥
A D

[u=B A [3=~,r]

3. Lasdiagonales se intersecan en su pun-
to medio.

B c

A D

| AO=0C » BO=0D '

52

o

F| paralelogramo se clasifica tenieng, -
cuenta los lados y los angulos interiores

Romboide
No es equiangulo ni equilatero,

o ———— -

Rectangulo
Es aquel paralelogramo que solamente es |

equiangulo.

B b c |
ﬂ'#b, D‘,:N"‘ [

A D

Rombo
Es aquel paralelogramo que solamente & |
equilatero.

¢ f

a=b, a#90°

-3 A=

Cuadrado
Es el paralelogramo que es equildter ¥
equiangulo a la vez.

| b !
B C
a:b.[I:gUn
1 e
A D



Problema N.° 1
En la figura, EFGH es un cuadrado. Halle el valor
de x.
N
75% H
E .
F G
UNMSM 1996
Resolucién
T
x
75% R H
ErL < 45°
45°
P
F G
Nos piden x.

Como EFGH es un cuadrado

—  m<EHF=m<« GHF=45°

Observamos de L
m< TLR+m<« TLE=180°

m< TLR+75°=180°
— m<«<TLR=105°

Aplicando >4
x+m< TLR=m<RHF+RPH
x+105°=45°+90°
x=30°

PROBLEMAS RESUELTOS

Problema N.° 2

En la figura, la razén entre el perimetro del rec-
tangulo ABCD y el perimetro del rombo ECFD es

B C
E 30°T, F
A D
UNMSM 1987
Resolucidn
B 23 C
2k B 2k
k3 E ] 0% F
0% 5Jg X 30°
2k 2k
A 4 D
2
Nos piden PABCD
2pgcrp

Del rombo ECFD
m<« CFE=m<DFE=30° y
m< CEF=m<« DEF=30°

Sea CF=2k. (En los Ex notables de 30° y 60°)

2p8cp=2k+2k+2k\3 + 2k/3 = 4k(1+/3)

2PgcFp= 2R+2R+2R+2R=8k

2papcp _ 4R(3 +1)

2Pgcro 8k
2Papcp _ 1+ v3
2Pgcrp 2
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Problema N.° 3

En la figura, ABCD es un trapecio, CB=CD=1m,
BD =3 m y la medida del dngulo BAD es 45°.
Halle la medida del angulo ADB.

D c

X B
UNMSM 2010-11

Resolucion

Nos piden m«ADB=x.
Del ADCB
m< COB=m<CBD=q

Del dato DC//AB
m<ABD=m«<CDB — m<ABD=q

AABD (suma de medidas angulares internas)

X+45°+a=180° m

L DCB is6sceles es notable

DB =3pC
= a=30° (m

Reemplazamos (II) en )
x+45°+30°=180°
x=105°

54

Problema N.° 4

En la figura ABCD es un cuadradp de |&dﬁ
DN=6 m. Halle BM. My

C B
M
D N A
UNMSM 291,
Resolucion
“c'l 9 g
[
of |
il
9
o A = |
D N A
b 6 .

Nos piden BM=x.
Como ABCD es un cuadrado
— AB=BC=CD=DA=9

Completamos las medidas angulares en fi*
cion de a. | *

NCBM =\ BAN (A-L-A)
— BM=AN

x=3m




1.

NIVEL BASICO

Del grafico, n-m < 14° Calcule el mayor
valor entero de x.

B) 13° C) 14°

E) 11°

A) 15°
D) 12°

Del grafico, m+n-(a+b) > 96°. Calcule el
menor valor entero de x+y.

C) 49°
E) 47°

A) 51°
D) 48°

B) 50°

En un cuadriltero convexo ABCD, donde
m<BAD=90°, AB, BC y CD toman valores
consecutivos, AB+BC+CD=6 y BD toma el
minimo valor entero. Calcule el perimetro
de la regién triangular BCD.

!

A S B 0 8
D) 10 E) 11

PROBLEMAS PROPUESTOS

En un trapezoide simétrico ABCD, el peri-
metro de la region triangular equilatera ABD
es 24 ¢cm y BC toma el menor valor entero.
Calcule la m< BCD.

C) 60°
E) 106°

A) 37° B) 53°

D) 90°

En un trapecio ABCD (BC//AD), AC+BD=14
y AD=2(BC). Calcule el mayor valor entero
de AD.

A) 7 B) 8 09

D) 10 E) 6

En un trapecio isésceles ABCD se ubica
el punto medio K de la base menor BC,
la longitud de la base media relativa a DA
del triangulo AKD es igual a BA y AB=5.
Caleule la longitud de la base media del tra-
pecio ABCD si m<ABK=127°.

A) 9 B) 8 /Gf?
D) 6 E) 5

Del gréfico BC//AD, AL, KD y LK toman va-
lores consecutivos y AD=9. Calcule PQ/MN.

B) 3/2 (0]
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10.

1.

56

En un romboide ABCD se ubican los puntos
LyKen BC, tal que BL=LK=KC. Luego se
ubican los puntos medios S y M de LD y KA,
respectivamente. Calcule la longitud de la
base media de BKSM si AD=6 cm.

A) 4,5cm
D) 3em

B) 4cm C) 3,5cm

E) 25cm

En un romboide ABCD se ubican los puntos
KySen BC, tal que KS=2(BK)=2, BS=5C,
m<BAS=m<«DAS. Calcule el mayor valor
entero de KD.

A) 11 B) 10 C)

7
D) 8 E) 9

Del grafico, ABCD es un rectangulo, PM=2,
PL=3 y NQ=4. Calcule Q5.
B £
1"-__M JNIF e
Q/Q
o e
A D
A) 0,5 . B) 1 C) 1,2
D) 1,5 E) 1,8

Del grafico, AL=3, BL=KL y la longitud de
una diagonal del rectdngulo SCDK es 10.
Calcule la m« BCK.

A) 30°
D) 53°

B] 3?“ C} 45':'

E) 6go

12. E_n un cuadrado ABCD, al prolg
AD, se ubican los puntos M y N, ta)
MN=AB=2[IJM]=2'-IE cm; luego se
truye el cuadrado MPNQ. Calcule g| Mieng,
valor de BP.

gy

A) 2J7 em
B) J30 cm
C) 42 em
D) v35cm
E) J34 em

13. En un rectangulo ABCD se ubica E en s
region interior y se construye el rectin
gulo DELK, que es congruente al anterio
m<« CED =m<« ECD, BE=CK, EL=4+2]3y

m<ELC = E; Calcule EC.

A) 3
D) 243

B) 4

0 5
E) 5

14, Del gréfico, CK=2, C5=3 y AM=MK. Calcule
ML si ABCD es un rectangulo.

B K C
!,‘n'?ﬂ'- .r‘l
£ n.‘. u","
L. k74
-*"
_,"" M r-‘ 'lin
S \
.4" D
A) 03 o4 O gg
D) 0,6 E) %



15. Se muestran los cuadrados ABCD y DMNL,

16.

17.

tal que DK=3(MK) y MN=5. Calcule el
menor valor entero del perimetro de la

regién cuadrilatera ABCD.
B C
Hq\M
Ky
\.“ N
A s S
L
A) 16 B) 15 C) 4
D) 13 E) 12

Del gréifico, O es el centro del rectangulo,
AL=2(LB), OS=4 y OD toma el menor en-
tero. Calcule x. -

B L s
s
0
X
A D
A) 5° B) 6° c) 7°
D) 8° E) 9°

Del grafico, O es el centro del romboide
ABCE y CD=2(SE)=4. Calcule la distancia
deTakED.

18.

19.

Capitulo IV: Cuadrilateros

B
A) 3/2 B) 5/2 C) 2
D) 4/3 E) 5/4

Del gréfico, O es el centro del cuadrado y
BL=2(LC)=4 cm. Calcule la longitud de la
base media del trapecio mayor.

B L C
o 143°
A S D E
A) 5 B) 6 Q)7
D) 8 E) 9
NIVEL INTERMEDIO

Sea el cuadrado ABCD. En la prolonga-
cién de AD se ubica el punto Q y se cons-
truye el triangulo equilitero APQ, tal que
BC nAP={T},CePQ y TQ n CD={L).
Calcule m« TLP.

A) 60°
D) 75°

B) 15° C) 45°

E) 30°
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20.

21,

23.

24,

28

™

En un trapecio rectangulo ABCD, recto en A
¥ B, M es punto medio de ﬁ, BM ~ AC=L,
Si m«CBM=m<«BAC+20°=35° y BM=18,
calcule AL,

A) 9
D) 18

B) 32 C) 243

E) 6

Sea ABCD un rectangulo. En la regi6n exte-
rior relativa a AD se ubica el punto P, tal que

AC A BP=M. Si m«BMC=m<« BPD, AM= 4y
PD=10, calcule BD.

A) 7
D) 18

B) 6 C) 5

E) 14

En un paralelogramo ABCD se traza BH | AD
(HeAD) y BH n AC={L}.
Si m« BCD=3m« CAD, calcule LC /CD.

A) B) = < 2

E) 3

wira malea

En un trapecio ABCD, BC//AD,
CD BC AB

—_——— D= !
10711 1g ¥ AP=BCHCD
Calcule m<«BAD.

A) 16°
D) 74°

B) 30° C) 53°

E) 37°

En un trapecio ABCD, las diagonales trise-
can a la base media. Calcule la razén de las
longitudes de las bases,

1 1 C
A.)E B) ; )

D) 3 E)

Colhg b =

25.

27.

28.

En un rombo ABCD se traza EHJLAD H
tal que 2(4AH)=
calcule m<« CFD,

cAD
3(HD). Si ACn BH*{F}

A) 75° B) '—“f_ ) 121
by 137 135°
2 2

EnunromboABCD se ubica el punto Tep f:n

tal que TB ~ AC={F}. Si m{CEFaEm{um
y FT=TD, calcule m<BAD.

A) 30°
D) 45°

B) 15° C) 5392

E) 45%2

En un romboide ABCD se traza BH y BM, los
cuales son perpendiculares a AD y DC, res-
pectivamente (H en AD y M en DC). La bi-
sectriz del angulo ADC interseca al lado BC
en F. 5i BH=8, BM=14, calcule la distancia
de F hacia AB.

A) 6
D) 1

B) 7 C) 8

E) 5

Sea ABCD un paralelogramo, tal que
AM=MD, BL=b, AH=a y CT=d. Indique 2
relacién correcta.

B C
d
b

T

A

H
A) a=b+d B) 2a=b+d C) 2a=b-d
D) 3a=b+d E) b=atd

- 4



Capitulo V

i« Circunferencia
OBJETIVOS

* Estudiar la definicién de la circunferencia y los elementos asociados a ella.

=  Utilizar las diferentes relaciones entre los elementos de una circunferencia para calcu-
lar las medidas angulares de los arcos utilizando los 4ngulos en la circunferencia.

@ Definicion

Es la figura geométrica plana cuyos puntos
equidistan a un punto fijo del mismo plano.

El punto del cual equidistan los puntos de una
circunferencia se denomina centro y a la distan-
cia entre él y un punto de la circunferencia se le

denomina radio.

Elementos asociados

* Centro: 0

*  Radio: OA (OA=R)

*  Cuerda: MN

* Didmetro: Iﬁ. AB=2R
* Recta secante: n

* Recta tangente: m

-

* Recta exterior: (
* Punto de tangencia: T =
*  Arco AM (parte de una circunferencia): AM

@ Angulos asociados a la circunferencia

Son aquellos d4ngulos cuyas medidas guardan
relacién con las medidas de los arcos.

ANGULO CENTRAL

< AOB: angulo central

Se cumple

ANGULO INSCRITO

< AOB: angulo inscrito

Se cumple m
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ANGULO SEMIINSCRITO c.  Formado por dos lados tangentes , "
A cunferencia. Ciy.

T: punto de tangencia

< ATB: angulo semi-
inscrito

Se cumple

Ty P: puntos de tangencia
O: punto exterior

< TOP: angulo exterior

< AOB: angulo interior Se cumple

O: punto interior

Se cumple

Ademas
[ oa+m=180" ]
ANGULO EXTERIOR ey
a. Formado por dos lados secantes a la circun- e = \
ferencia; * En la semicircunferencia (AB)

O: punto exterior

A i
\ <« AOB: angulo .
B exterior '
mﬁ O  Secumple |

B -

Si P es un punto de la semicircunferen-

ciay AB es diametro, entonces

* En el cuadrante (.TB]
A

b. Formado por un lado tangente y el otro se-
cante a la circunferencia.

5 T: punto de tangencia
O: punto exterior

< AOT: angulo exterior

Se cumple
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® Propiedades fundamentales

. Si T es punto de tan-
gencia, se cumple

‘ a=90°

Si ON LAB,
" se cumple

AT=TB

Ademas

Si AB=CD,
se cumple

a=p

g

Ademas

SiAB//CD,
se cumple

Capitulo V: Circunferencia

También
A N\B Si AB// @ y T es
punto de tangencia,
b . se cumple
o=p

Si Ty P son puntos
de tangencia, se
cumple

OT=0FP

r Ademas

- MNoTta ™

/
* Circunferencias tangentes exteriores

Se cumple que
Oy, Ty O, son
colineales.
Ademas

mAT =m7B

* Circunferencias tangentes interiores

Se cumple que
DE! 04 Y T son
colineales.
Ademés

mﬁ. = m'ﬁ'

En ambos casos, T es punto de tangencia.

\_ ‘ s
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ProBLEMAS RESUELTOS

Problema N.° 1
En la figura, PQ=18 cm y CD=6 cm. Calcule la
longitud del didmetro AD de la semicircunfe-

rencia.

B C
7P QX
( C
A D
UNMSM 2009-1
Resolucion
! 18 cm
B P/H cm H 9cm \Q C
7 % g
i ; r.
... 6emu i 6 cm
al “u:.- - r]
A (8] D
Nos piden AD=x.

Dato: PQ=18 cm
CD=6 cm
Se sabe que el didmetro
x=2r
Trazamos EH.P_Q; por teorema
PH=HQ
— HQ=Y9cm

En el b OHQ, por teorema de Pitagoras,
r*=(6 cm)*+(9 cm)*

- r=2~§@'cm %

x=ABem i)
AN

62 ' il

Problema N.° 2

En la figura, BD=BCy la medida de] areq B .
igual a 5x. Halle el valor de x. 3

D
20°7
A vﬂ C
UNMSM 20104
Resolucion

Nos piden x.

Datos: mAFﬁ =5hx

BD=BC
En la circunferencia, por 4ngulo inscrito
Sx
o=— m
2

En el Aisésceles DBC
a=p+20°
Pero como p=20°
- a=40° (n

Reemplazamos (1) en ()

400= 3%
2

x=16°



Capitulo V: Circunferencia

Problema N.° 3 G i
En la figura, los puntos A, B 'y C son centros de x=AC+BC+AB
las circunferencias tangentes. Si el radio de la
circunferencia mayor es 5 cm, halle el perime-
tro del tridngulo ABC.

x=h cm-a+5 cm-b+a+b

x=10cm
: Problema N.° 4
En la figura, A ¥y C son puntos de tangencia.
.' Calcule la medida del Angulo inscrito ABC en la
’ circunferencia.
F

UNMSM 2010-1

BC

UNMSM 2010-11

Resolucion

Nos piden x.
Donde x es perimetro de la regién AABC. Nos piden x.
Por angulo inscrito

Dato: R=5 ¢m AC
‘ mAC
Considerando que Q, F y T son puntos de tan- s 1))

gencia, sabemos que
Por teoremas, en la circunferencia

mAC +40°= 180°
— ™AC = 140° (i

T, Ay C son colineales
Q, By C son colineales
A, Fy B son colineales

~ AC=TC-AT=5 cm—a Reemplazamos (1) en (I)

140°
BC=QC-QB=5cm-b X = =
AB=a+b s x=70°
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PRoBLEMAS PROPUESTOS

NIVEL BASICO

1. En el grifico, mOB = 40°. Calcule mAM.

A) 40°
B) 20°
C) 50°
D) 60°
E) 30°

2." En el gréfico, mAM=mBC = 40°. Calcule x.

A) 20° B) 50° C) 25°
DJ 45“ E] 30_0

3. Enel grafico, mMN — mAB = 30°. Calcule x.

A) 30° B) go
D) 150 C) 100

E) 4592

Se liene una bcmlc:rcunrerenma de g;
trnAB Se traza la cuerda CE, tal Que CF, E
En CE y AE se ubican los puntos ) VE
pectivamente, tal que CDEF es yp Paraje h
gramo. Si mAC =40°, calcule m<DCF

A) 70° B) 20° C) 500
D) 30° E) 400

En una circunferencia se traza e| didmet,
AB, y las cuerdas TB y AQ, las cuales se ,
tersecan en M. Si m<AMT=60y el radig ¢,
dicha circunferencia es 6, calcule la dista.

cia del centro de la circunferencia hacia
cuerda TQ.

A) 6 B) 3 C) 3.3
D) 23 E) V3

En el grifico, mAB = 3a. Calcule x.

45° 45° 53¢
Ry = C) =
2 Ty 2
> 3
g E)




Capitulo V: Circunferencia

7. Delgrafico, Tes punto de tangencia. Calculex. ~ 10. Del grdfico, AB//SC, AD//SL,

mAB="CL _mSL_ v mAS>60°. Si &

2 3
toma el mayor valor entero, calcule mDC.

A) 52° B

B) 54°

C) 56° 4

D) 58°
. E) 60°

A) 16° B) 17° C) 18°
D) 19° E}) 20°

8. Del gréfico, 2(mAB)=mASE y KL=1. Si KB 11. g:ll glraiﬁ-;:o, mm:zzz(:n,u.j 3; a}ﬁu.
toma un valor entero, calcule mE. cule el mayor valor entero de la maAL.

- A) 59° B) 58° C) 57°
A) 100° B) 110° C) 115° D) 56° E) 55°

D) 120° E) 135°
12. Del grafico, A y T son puntos de tangencia, y

9. Del gréfico, AS=8, AC=CBy AC toma el me- 53°
o=—,
nor valor entero. Calcule m«SKL. 2 Calcule BC.
(K: punto de tangencia)

B
A) 14°
B) 15° C
C) 16°
D) 17°
K

A) 32 B) 42 5
D) 6v2 g ?:g
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radio 16. En el grafico, mMN = 2mRS =2,y T Fyn

13. Del gréfico, S es punto de tangencia, el
son puntos de tangencia. Calcule x,

mayor es 6 cm y el radio menor €s 2cm, ¥
00, =LS. Calcule LK.

A) 37°
A) 2J3cm B) ;g‘“
B) 2J5cm g ol
s E) 90°
D) 247 cm
E) 442 cm

14. Del gréfico, mBL=mLT,AB=BO=10 y

LK
=12, Cal —_
BT=12. Calcule IS

A) 3
B) 4
Q5
D) 6
E) 2

L A) 60° B) 53°2  C) 3°
15. Si BF=FO, 2(0M)=3(MN), mAB=mBCy D) 53° E) 37%2

mDN = mfﬁ', calcule mCE.

B NIVEL INTERMEDIO

A/; _\C 18. Desde un punto P exterior a una circunfe

rencia se trazan los segmentos tangentes /A

Ot.. y PB (A y B son puntos de tangencia). Lueg?
= se traza la secante PST, donde Sy T son 1%
M puntos de interseccién. El punto R s€ ubk
P \-__—/E ca en ST, tal que AP=RP. Si m<«ARB=1 10
N calcule mATB.
Aok o C) 90° A) 330° B) 70° c) 220°
R E) 72° D) 210° E) 320°
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Capitulo V: Circunferencia

19. Exteriormente al cuadrado ABCD se cons- 23. Los puntos Q, T, M y P son de tangencia.
truye una semicircunferencia de didmetro Si r = /3, calcule AM.,
BC. En el arco BC se ubica el punto L. Si
AL=2(BL), calcule m<ALC.

A) 60° B) 5392 C) 3792
D) 120° E) 90°

20. En un cuadrante AB de radios OA y OB se -
ublcaelpuntoNysetrazaﬂMJ_Mw’ Me AN & /
Si MB=5(AM), calcule m< OMB. g

A) 30° B) 37° C) 74° A) 243 B) V3-1 0O 3
D) 16° E) 53° D) 1++3 . E) 2V3-1
21. SimAB=a+71° calcule a. 24, Sean las circunferencias %, y &, tangentes
interiores en el punto S. Desde el centro O
A) 21° de %, se trazan los segmentos tangentes OF
B) 19° y. OP a la otra circunferencia, ademas F y P
C) 15° son los puntos de tangencia. Si la razén de
D) 14° radios es de 3/8, calcule la m< FOP.
E) 13°
A) 60° B) 74° C) 53¢
D) 37° E) 75°

22. Sean F, T y M puntos de tangencia. Si R=4y
r=2, calcule FL. 25. Sean T, FyL puntos de tangencia.

OA=4(AM)=4 y MF=6. Calculer.

A) 3 B) 2 C)
]

A) 3 B) 2 €)1

D) D) 1,5 E) 2.5

FgRI-)
thjoe woloe
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26.

27.

68

Se tienen las circunferencias ¢ ¥ v, tan-
gentes exteriores, CUyos radios miden 3y 4,
respectivamente. Se traza el segmento lan-
gente comun AB (A y B son Entus de tan-
gencia, respectivamente). Si AQ, interseca a

la @, en el punto M, y O, es centro de %,

calcule mAM.

C) 60°
E) 30°

A) 37°
D) 3792

B) 53°

En el grafico, Ty M son puntos de tangencia.
Si TA=6 y AM=4, calcule TL.

A) 5
D) 6

B) 2J6 C) 24

E) 10

Del grafico, los radios de las circunferencias

son de 6 y 2 cm. Calcule la distancia entre
los puntos medios de LO y El.

29. Se tienen dos circunferencias no ¢

30

31.

D) 2 E) 24

nales @ y ‘@, de centros Oy 0,, qu:‘?,;
secantes en A y B, Si la suma de los r
de dichas circunferencias es 7, i“diﬂueh
cantidad de valores enteros que Puede i,

mar 0,0,.

A) 7
D) 4

B) 5 C) 6

E) 3

. Se tienen dos circunferencias ortogonales
congruentes que se intersecan en 4 yB, §
el perimetro de la region triangular 00,
es 2(2++v2) cm (0, y O, son centros de -
cunferencias), calcule la distancia entre los
centros.

A) 2cm
D) 2J3 em

C) V2em
E) 2J2cm

B) 3cm

Del grafico, mLS = 2(mCD).

Si mAB -mKR = 48°, calcule x.

B

A) 56°
D) 64°

B) 60°




Cuadrilatero inscrito
en la circunferencia

Capitulo VI

OBJETIVOS
« Conocer las definiciones del cuadrilatero inscrito e inscriptible.
« Establecer los principales teoremas del cuadrildtero inscrito e inscriptible.

® Definicién 2. En todo cuadrilatero inscrito, la medida de
un angulo interior es igual a la medida del

Es aquel cuadrilatero cuyos vértices pertenecen angulo exterior opuesto.

a una misma circunferencia.

B
H I3 -
SiA,B,C,De @ C [ABCD:inscritoen @

€
— [AABCD esta —

inscrito en %. o

Generalmente al cuadrﬂ&ter_u inscrito en una 3. Entodo cuadrilatero inscrito, las diagonales

circunferencia se le llama cuadrilatero inscrito. determinan angulos de igual medida con
los lados opuestos.

TEOREMAS
l.  Entodo cuadrilitero inscrito, la suma de las

medidas de dos angulos internos opuestos
es 180°,

[AABCD: inscrito en ¢

. | a+p=180° I [A\ABCD: inscrito en ¢
.

69



Lumbreras Editores

® Cuadrilatero inscriptible

Es aquel cuadrilatero po

cumplir por lo menos uno de los teoremas del cuadrilatero

Si a+p=180°

— [ABCD es inscriptible.

2. X
8.c
B
L
A D
Si =80
— [ABCD es inscriptible.
3.

Si =y

— [ABCDes inscriplii:le.

70

r cuyos vértices puede pasar una misma circunferencia, para ello g, deby

inscrito.

% Las lineas discontinuas representan

una circunferencia imaginaria.

€: Las lineas discontinuas representan
una circunferencia imaginaria.

%. Las lineas discontinuas representan
una circunferencia imaginaria.




Capitulo VI: Cuadrilatero inscrito en la circunferencia

\LBSH es inscriptible y
MALSC es inscriptible.

Del grafico, MN// PQ.

2. B
P
R
A C H
1
A r C
D .

[AARHT es inscriptible.
[ACPHT es inscriptible.
[COABRHP es inscriptible.

[AABCD es inscriptible.

3. € 6. Sio=p,
B AB=BC y AD+DC
' , - c
o
A D i D

[AABCD es inscriptible. — [AABCD es inscriptible,
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PROBLEMAS RESUELTOS

20

Problema N.° 1 ComomBCD =20 — m<BPD= 50
En la grafico, BH=8 cm y HP=12 cm. Halle BC. APDS es isosceles (SD=PD)
— x+8=12
¢ C
x:‘" cIm
B
A / - D Problema N.° 2
. En el grafico mAPM =70°. Halle x.

F

Resolucion

Nos piden BC=x.
Se prolongan PB y DC hasta S,
m<BAH=m«BSQ Nos piden x.
CAABCD inscrito en @ Se sabe que AF//ED — m<AFC=x.
= m<BAD=6=m<BCQ @ por < inscrito, mMC = 2(40°+10°)=100"
Como podemos ver, m« SBQ=m« QBC=90°-0 €\: por < inscrito, x = e +2] L

— ,HS=BC=I x_ssu
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Capitulo VI: Cuadrilatero INscrito en la circunferencia

problema N.° 3 Problema N.° 4
gn el grafico A, B y D son puntos de tangencia.

S En el gréfico, T es punto de tangencia y
e| valor . PR
Halle mPR =60°. Halle x.

Nos piden x.

En la circunferencia menor, por teorema

mDB + m<« DMB=180° WO pcer.X. &P
' Por < inscrito, m« PWR = — =13(°,

140°4+ m< DMB=180° 2
- m<DMB=40° [APTWR inscrito, se traza TR
Por « semiinscrito, m¢FAN=¥ = m«TRW=m<TPW=q

mAF Como m<TRN=m«<TSN=a
Por« i ito: - —
mecrito: meAEF=—3 . [O\TNSRes inscriptible, por lo cual

= MaFAN=m<«AEF=a m< TNR=m< TSR=50°
AMEA: por teorema del <« exterior en A ANWC: < exterior en N

Xto=a+40° x+30°=50°

x=4(° s x=20°

73



PROBLEMAS PROPUESTOS

NIVEL BASICO 4. Setiene el hexagono ABCDEF inscritg &
-~ circunferencia. Si m<ABC+m<AFp-..
1. Del grafico adjunto, la mAB =40y el T ‘

la rniﬁ’ = 50°. Calcule x.

A) 120° B) 110° C) 700
D) 135° E) 1250

/.

5. Enelgrafico, a+mBC =100°, ﬂ+m;ﬂ=lznn

Bg X ‘ y los puntos T'y P son de tangencia. Calcyj, .
“ W
A) 42° B) 45° C) 44°
D) 40° E) 20°

2. Del grafico adjunto, calcule x.

.,r-"L:"—
A) 12° \
B) 18° ~.
C) 15°
D) 9°
E) 140 2y A) 80° B) 70° C) 65°
B D) 75° E) 40°

3. Del grafico adiunm,' calcule x.
6. Enelgréfico, six-y=60°y FT=TL, calculex.

:; Eg: = bl #L- A) 90° B) 80° c) 70°
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Capitulo VI: Cuadrilatero inscrito en la circunferencia

7. Enelgréfico mAB=Py E‘u—g =300 Calcu-  10. Del gréfico, si a+p+0+y < 80°, mAB=2p ¥

le mFS.

A) 30°
B) 15°
C) 45°
D) 60°
E) 15%2

A) 100° B) 101° C) 102°
D) 105° E) 108°

En una circunferencia se inscribe el rectan- 11. Del grafico adjunto, la mAB =mBC = 70°.

gulg&ﬂ% En BC  se ubica el punto Py se tra- Calcule x.

za PH LAD (H € AD), tal que 3(AH)=2(HD).

Si E!‘,’Bﬂ, calcule m< BCPF. A) 40° C
B) 70°

A) 30° B) 3792  C) 5392 C) 35° P A
D) 60° E) 37° D) 50° e
E) 55° " £
A

En el gréfico, mEG =160°, m<ATM=40°,

AB=BC y CD=DE. Calcule x. (A, My E son : .

puntos de tangencia). 12. Del grafico adjunto, la mMN =50y
; lamAB = 30°. Calcule m«<MFH.

A) 40°
B) 35°
C) 25°
D) 20°
E) 30°

A) 20° B) 10° C) 25°
D) 40° E) 15°

mCD = 28, calcule el menor valor entero de x.
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13. Del grafico adjunto, 0O es el centro del cua-

drado TPQR. Calcule x. .
(Ty M son puntos de tangencia)

A) 135°
B) 120°
C) 115°
D) 150°
E) 100°

14. Del grafico, ABCD es un romboide. Calcule x.

B C
X
(4}
-
A D
A) 2a B) 3a/2 C) 30°+a
D} 90° - E) 60°—q

15. Del grafico adjunto, AD//MN y mAB = 40°.
Calcule mCD,

B) 20° C] 30e

E) 400

A) 258°
D) 50°

16. En la region interior de un tri;{z.__ng,ﬂ ABC 5,
ubica el punto P; en los lados AB, BCy 4¢
ubican los puntos R, S y T, respectivamep,
te. Si los cuadrilateros ARPT, BSPR y spre
son inscriptibles, ademas PT//AR, RP 185,
m<« BAC=70°, calcule m<ACB. :

B) 70° C) 35

E) 100

A) 20°
D) 40°

17. En una circunferencia de centro O, el radio
OM y la cuerda AB se intersecan perpen-
dicularmente en el punto T. Se prolonga
la cuerda AB y en ella se ubica el punto P,
luego se traza el segmento tangente PH, ld
que MH ~ AB={F}. Ademas se traza OP,
OP L MH={D}. Si m«TDO=70° calcule
m<« MPF.

A) 70°
D) 40°

B) 20° C) 35°

E) 5°

NIVEL INTERMEDIO
18. Del grafico, calcule x.

C) 32°
E) 36°

A) 28°
D) 34°

B) 30°




19. Del grafico, o >100°. Calcule el mayor valor

Capitulo VI: Cuadrilatero inscrito en la circunferencia

22. Del grafico, K y § son puntos de tangencia.

entero de x. Calcule x.

A) 45° B) 46° C) 48°
A) 37° B) 38° C) 39° D) 50° E) 52°
D) 40° E) 45°

23. Del grafico, AS=SK, DC=4, BC=3 y DB

20. Del grafico, calcule mABC. toma el mayor valor entero impar. Calcule x.

21.

A) 60°
B) 53°
C) T4°
D) 90°
E) 92°

24. Del grafico, a+0 < 48° y mSAN = 6x.
Calcule el menor entero de x.

A) 120° B) 140° C) 142°
D) 144° E) 146°

En un cuadrildtero inscrito ABCD en la
circunferencia @, la m«BCD > m«CDA y
m< BAD=49°, Calcule el menor valor entero
de la m<ABC,

A) 450 B) 48° C) 49° A) 28° B) 29° Q) 27°
D) 50° E) 51° D) 30° E) 24°
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25. Del grafico, mKS = 2x, Calcule x. 28. En un triangulo ABC se trazan las 4

ﬁN,EE se intersecan en K; Jye 0se
MS LCK (S € KC). Sim< SMC=2(m tragg
MC=10, calcule MS, BM"}F

Urag i

A) 6 B) 8 0) 5
D) 7 E) 5,3

29. Del grafico, AK//BD y la mBLC = 48°
Calcule la m <« BNS.

A) 12° B) 14° C) 16°
D) 18° E) 20°

26. Del grafico, a+p=132°. Calcule mKL + mLS.

L

A) 22° B) 23° C) 24°
| _ D) 25° E) 26°
A) 60° B) 90° C) 920 o - —
D) 94° E) 96° 30. Del grafico, mLK = mNS y mCKE = 84°,
Calcule x.

27. Del grafico, a+8 < 132°. Calcule el mayor K
entero de x.

N— E
B e L
L] (71 A
' X i
X
i N
4 A \_/[}\\\‘_’5
A) 130° B) 131° C) 132° A) 420 B) 43° C) #°
D) 133° E) 134° D) 45° E) 46°
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Puntos notables

asociados a un triangulo

OBJETIVOS

Capitulo VII

* Estudiar las definiciones de los puntos notables, del baricentro, incentro, ortocentro,

circuncentro y excentro.

* Reconocer su ubicacién respecto al triangulo.

* Relacionar los elementos asociados a través de leoremas de cada punto notable,

® Puntos notables

Se les conoce asi a los puntos ubicados ya sea
en el triangulo, en su regién interior o en la re-
gion exterior de un tridngulo determinados por
las lineas notables.

Estas lineas notables asociadas al tridngulo son:

* La mediana, la cual siempre se ubica en la
region triangular.

* Labisectriz interior, que se encuentra en la
region triangular. '

* La bisectriz exterior, la cual se ubica en la
regién exterior del tridngulo, excepto un
extremo.

* La altura como segmento puede ubicarse
en la region triangular o en la region
exterior, excepto un extremo.

En cambio, una parte de la mediatriz, por ser
una recta, esta contenida tanto en la region in-
lerior como en la regién exterior del tridngulo.

BARICENTRO
Es el punto de interseccién de las medianas de
un triangulo.

Graficamente

G: baricentro de la regién triangular ABC

Dicho punto determina en cada mediana dos
segmentos, cuya razon de longitudes esde 2a |.

Se cumple

=

BG=2(GM)
AG=2(GN)
CG=2(CQ)
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ORTOCENTRO
Es el punto de concurrencia de las alturas o de

sus prolongaciones.

Graficamente, su ubicacién depende del tipo de
triangulo.

El AABC es acutangulo.
B

. Se cumple
"’
AN
A R C
H: ortocentro del tridngulo ABC

El AABC es obtusangulo, obtuso en B.

Se cumple

0=y

T: ortocentro del tridngulo ABC

El AABC es rectangulo, recto en B,
A

B sy
B: ortocentro del triangulo ABC

INCENTRO

Es el punto de interseccién de las bisectrices in-

teriores de un tridngulo.

80

triangular. .

I' incentro del AABC

El incentro equidista de los lados del triangyl,,

Se cumple

m<AIC =90° + m<ABC

; NoTta

Como el incentro equidista de los lados de u:li
tridngulo, también es el centro de una circunfe- |
rencia que es tangente a los lados del tridngulo. |

‘€: circunferencia inscrita en el trién;guh-'ur
AABC: circunscrito a @

r: inradio del AABC
k_ e

CIRCUNCENTRO

Es el punto de concurrencia de las mediatric®
de los lados de un triangulo.

Graficamente, su ubicacién respectoal widng
dependera de la naturaleza de dicho trian




Capitule VII: Puntos notables asociados a un triangulo

£l AABC es acutangulo.

O: circuncentro del AABC

0: centro de la circunferencia circunscrita al
AABC

R: circunradio del AABC

Se cumple
m<AOC=2m<ABC
[ AO=0C=08B ] m<AOB=2m< ACB
m<BOC=2m« BAC

El AABC es obtusangulo, obtuso en B.

O: circuncentro del AABC

O: centro de la circunferencia circunscrita al
ANABC

R: circunradio del AABC

Se cumple

==3

" m<«<AOB=2m<«ACB
m< BOC=2m<«BAC

El AABC es rectangulo, recto en B.

O: circuncentro del AABC

O: centro de la circunferencia circunscrita al
SNABC

R: circunradio del AABC

Se cumple

[ AO=0B=0C ]

EXCENTRO

Es el punto de concurrencia de dos bisectrices
exteriores y una bisectriz interior trazada desde
el tercer vértice.

Este punto notable se ubica en la region exterior.
El excentro equidista de los lados de un tridn-

gulo, por eso es el centro de la circunferencia
exinscrita a dicho triangulo.

@ circunferencia exinscrita al AABC, relativa a BC
E_: excentro del AABC, relativo al lado BC
ro: exradio del AABC, relativo al lado BC
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El tridngulo tiene un excentro relativo a cada

lado, es decir, tiene tres excentros.

Se cumple

[ m-tAEuC:lzm{AHC ‘

® Teoremas asociados

CIRCUNFERENCIA INSCRITA EN EL TRIANGULO

Es aquella circunferencia cuyo centro es el in-
centro del tridngulo y es tangente a los lados del

triangulo.

. circunferencia inscrita en el tridngulo ABC
M, Qy T: puntos de tangencia

Se cumple

Donde p es semiperimetro de la region triangu-

lar ABC .-
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CIRCUNFERENCIA EXINSCRITA AL TRIANGyyq
Es aquella circunferencia cuyo centrg gg el gy,
centro del triangulo, y es tangente a yp Ia.:jn},
la prolongacion de dos lados del tridngy|q

A I ¢
| t -

Donde p es semiperimetro de la region triangy.
lar ABC.

TEOREMA DE J. V. PONCELET

En todo triangulo rectangulo, la suma de las lon.
gitudes de los catetos es igual a la longitud de Iz
hipotenusa mas el diametro de la circunferen.
cia inscrita en dicho tridngulo.

"N

En el 5 ABC, r es inradio

Se cumple
\ a+c—b+2r

Teorema pE H. Piror

En todo cuadrilatero circunscrito a una circur
ferencia, la suma de las longitudes de los lad0s
opuestos son iguales.

s

O\ABCD circunscril0
Se cumple

AB+CD=BC+AIJ




Fr.ul]hma Ha-' 1

gn el gréfico, AB=15 cm y BC=36 cm. Halle la
medida del radio de la circunferencia inscrita en
ol triangulo ABC.

A

N

B 52

UNMSM 2005-1

Resolucidn

A

15 em

Nos pidenr.
Por teorema de Poncelet en el INABC

15 cm+36 cm=t+2r . 0]
Por teorema de Pitdgoras en el NABC

(15 cm)®+(36 cm)?=¢?
= (=39 cm an
Reemplazamos (if) en (1)

15 cm+36 cm=39 ecm+2r

r=6 cm

PROBLEMAS RESUELTOS

Problema N.° 2

En el tridngulo ABC, calcule la distancia del
baricentro al vértice C, siendo CD diametro de
la circunferencia, BC = 12J/5 m y OD=30 m,

B

O

UNMSM 2005-11

Resolucion

Nos piden GC=x.
Donde G es baricentro de la regi6n triangular ABC.

Por teorema del baricentro
GC=2(GH) - x=2(GH)

X

GH=—

g 2
Observamos en el N CBD
BC 125 5 1
CO” 60 5 5

AP

2

83



Lumbreras Editores

Por teorema

L8]
wdu

En el isCHB: notable de 5 sabemos que 5 c
x=90"=- 2
CH BC
185 90°
1 “Irg X= 9[]1') - —2-'
d i
X4+ x..':d'-ls
3 1245
1 J5 i
Problema N.” 4
x=8m En el grafico, halle x.
Problema N.° 3

{Cuénto vale el 4ngulo formado por las bisectri-

ces de los angulos exteriores adyacentes a los

4angulos agudos de un tridngulo rectangulo?
UNMSM 2005-11

Resolucion Resolucion

Nos piden x.
; - Observamos que / es el incentro del AABC-
Nos piden x.
Datos: Por teorema i
»  AE:bisectriz del 4ngulo exterior - x=90°+ mxABC
»  CE: bisectriz del 4ngulo exterior
0, 6"

Observamos que x =90+ 2

E es el excentro del AABC. S x=118°
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1.

NIVEL BASICO

Del grafico, G es baricentro del triangulo
ABC,AB=BC y m«GAC=45" Calcule x.

C

A) 15°

B) 14°

C) 3792

D) 539%2

E) 16° G

B A

En el grafico adjunto, G es baricentro del
OAABC, AM=MC,AF=2(MG) y m<AFC=110°.

" Calcule m«MGC.
‘B
F
A M c
A) 70° B) 20° C) 55°
D) 35° E) 40°

En un tridngulo ABC se trazan las medianas
AM y BN, las cuales se intersecan en P. Si

AB=2(MB)=2(AN), calcule m< BPM.

C) 3
E) 53°

A) 30° B) 45°

D) 60°

En un tridngulo ABC se ubica el incentro I
tal que m<«<AIC+m<ABC < 180°, Calcule el
mayor entero de m< ABC.

PRoBLEMAS PROPUESTOS

C) 58°
E) 60"

A) 45° B) 46°

D) 59¢

En un triangulo ABC de incentro /
I(m<ABC)=2(m<BCA) y la

m< BIA-m<« CIA > 30°

Calcule el menor valor entero de lam < ABC.

C) 120°
E) 1187

A) 122° B) 121°

D) 119°

Del grafico, M, N y L son puntos de langen-
cia, y AK=KO. Calcule x.

C) 45°
E) 60°

A) 76° B) 44°

D) 48°

Del grafico, R y P son ortocentros de los
triangulos ABM y CMD. Calcule x+y.

A) 35°
D) 140°

B) 40°

C) 20°
E) 70°
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8.

10.

1.

86

Si TC=3(MT) y M es ortocentro del AABC,
calcule x.

B
F
M
i
A R : C
A) 15° B) 30° C) 14°
D) 8° E) 3792

Desde un punto P exterior a una circunfe-
rencia se trazan los segmentos tangentes
PE'y PF (E y F son puntos de tangencia). En
el arco EF se ubica el punto M, el cual es el
ortocentro del A PEF. Calcule m<PME.

A) 137°
D) 45°

B) 60° C) 153°

E) 120°

En un tridangulo ABC se traza la bisectriz in-
terior AM y en ella se ubica el incentro P. Si

m< ABC

PC=MC, calcule m
2 | 3
A) = B) — C) -
) 3 ) 2 ) "
| 1
D) - B =
) 3 2

Sea O incentro de los tridngulos ABC y PQR.
Si m« ABC+m<« PRQ=q, calcule x+y.

12.

13.

14.

A) 904+
B) 2
& H_E
C) 180 5
D) H0Y-w
E) 3w

En un triangulo ABC se ubica e| incentrg |

tal que m BIC = 90°+ DEACB

Si AC=AB, calcule m< ACI.

A) 80°
D) 100°

B) 10° C) 20°

E) 30°

En un triangulo ABC se traza la ceviana inje-
rior BF: en BF se ubica el circuncentro O del
AABC. S5i OF=FC y m<FBC=25° calcule
m<AFB.

A) 80°
D) 100°

B) 50° C) 75°

E) 65°

En el rectangulo ABCD mostrado, 0, y 0
son circuncentros de los triangulos ABK ¥
CDK. §i 3(0,0,)=2(BC(), calcule x.

B C
X
o, N .o,
A D
A) 53° B) 37° C) 60°
D) 45° E) 75




15. Enun triAngulo acutangulo ABC de incentro

16.

17.

Capitulo VII: Puntos notables asociados a un triangulo

| y circuncentro 0, si mxACB=2m<«ABC,

calcule m« A/IB+m<ACO.
A) 45° B) 135° ) 120°
D) 60° E) 180°

Del grafico se muestra el trapecio ABCD
(AB no paralelo a CD), A es el excentro del

ABCD. Calcule x+y.

B c

A D
A) 60° B) 70° C) 90°
D) 50° E) 75°

En el grafico adjunto, E y F son excentros de
los triangulos MCD y ABM, respectivamente.
Si a—p=110°, calcule x+y.

B
C
M
A D
Ef)o
B
F
A) T70° B) 140° Cc) no°
D) 20° E) 55°

. Del grafico, ABCD es un cuadrad

NIVEL INTERMEDIO

18. En un tridngulo ABC se trazan las medianas

AM y BN, que se intersecan en L; luego €n

AL se ubica T, tal que AT=LM y, finalmente,

se lraza la mediana TK del triangulo BTM,

TK ~ BL=1{S). Si L§=14 cm, calcule LN.

A) l4cm B) 18cm C) 21 em
D) 28 cm E) 32cm
o, N es

AB
punto de tangencia, KN = = y NS=18 cm.

Calcule NO.

B C

K
N (0]
v\ S

A ' D
A) 26 cm B) 30 cm C) 32cm
D) 36 cm E) 38 cm

. En un tridngulo is6sceles ABC de base AC

se uhi_ca el punto medio K de E, se traza
E_F'J.AC (P € AC), luego la prolongacién de
PK interseca en L a la prolongacién de CB,
fﬂemfl.s. se ubica el punto medio S de LB y
AS N LK={U}. Si BK=6, calcule el menor
valor entero de AS.
B) 10 C) 9
E) 12

A) 8
D) 11
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21. Del grafico, calcule el inradio del NATB

24,

88

si BM=14 y R=6/2.

B
A) V2
\)
B) 15 h
o) 1 s
D) 2 2
E) 242

Sean N, L, F y M puntos de tangencia,
BC+AD=18 y AB+FD=14. Calcule LC.

A M D
A) 1,5 B) 1 C) 2
D) 2,5 E) 4

En un tridangulo rectangulo ABC recto en B,
AB=a+2, BC=2a+8 y AC=3a+2. Calcule
su inradio.

A) 3 B) 4 C) 2

D) 1 " E)S5

En un tridngulo acutangulo ABC de circun-
centro O se traza OM LAC (M € AC), tal que
la m<ABC=2(m<« OCM). Si OM=4, calcule
el circunradio.

A) 5 B) 6

D) &

C) 7
E) 19

25. En un triangulo acutangulo ABC se Ubicy
circuncentro O. 5i m«BAC > mqpe |
que la relacién correcta. e

A) m<OCB=m<«0CA

B) m«<OCB > m«OCA
C) m«OCB < m«0OCA
D) m«OCBzm<0CA
E) m«OCB<m<«0CA

26. En una circunferencia ¥ de centro 0 ¢
trazan las cuerdas AB y cD que no son para.
lelas. Respecto a lo anterior, indique la aler.
nativa correcta.

A) AC yB_D se intersecan en 0.

B) ADy BC se intersecan en O.

C) Las mediatrices de AB y CD no pasan
por O.

D) Las mediatrices de AB y CD pueden pz
sar por O. L

E) Las mediatrices de AB y CD pasan por(.

27. Del gréfico, calcule ;




Capitulo VII: Puntos notables asociados a un triangulo

28, En un triangulo ABC se ubica el punto K A) 8 B) 7 ) 6
en la regién exterior relativa a BC, tal que D) 5 B 4
m<ABC=2(m<AKC) y

B=2(m<AKB). ;
mACB=2( ). {Qué punto notable 31, pej grafico, el cuadrilatero ATNC es inscrip-

es K del tridngulo ABC? tible y mKBS +2(mAC) = 360°. {Qué punto
notable es E del triangulo ABC?
A) baricentro
B) ortocentro B s
C) incentro
D) circuncentro
E) excentro B
E

29. Del gréfico, AB=3 y AC=5. Calcule el inra-

dio del triangulo KOC (M, L y K son puntos A \/ &

de tangencia).

A A) baricentro
B) ortocentro
C) incentro

D) circuncentro
E) excentro

32. Del grafico, mMB +2(m« ABC)=180° y
mEE’ = mNA. Calcule x.

B
A) 04 m
N u L

B) 04l
C) 042 M
D) 043 ',
E) 044
A C

30. En un tridngulo ABC se ubica el ortocentro
H, que se encuentra en su regién interior,
tal que m<« HAC+m<« HCA=60° y AB=10.
Calcule la longitud de la proyeccion ortogo- A) 76° B) 82° C) 90°
nal de AB sobre BC. D) 100° E) 120°

89



. Proporcionalidad de segmentos

OBJETIVOS

Capitulo vy

"« Establecer la definicién de razén de segmentos y segmentos proporcionales.
* Reconocer algunos teoremas en los triangulos relacionando segmentos proporcionales,

®: Raz6n de dos segmentos

Cuando nos referimos a la razon de dos segmen-
tos, debemos considerar la razén geomeétrica de
sus longitudes en la misma unidad de medida.

Ejemplo
A B M N
—2m— —3 m—
AB 9 significa que la razén de los
WN"3 segmentos AB y MN es de 2
ad.
0
MN 3 significa que la razén de los
AB 32 segmentos MN y AB es de 3
a2
SEGMENTOS PROPORCIONALES

Dos segmentos son proporcionales a otros dos

si la raz6n de los dos primeros es i gual alarazén
de los otros dos.

Ejemplo
A B M N
—2m— ——4m—

90

¢ b P 0
I 3m i b—~6m s
AB 2
La razén de AB y CD: D E
La razon de MN y PQ: %:%:%
:I‘-'I.B MN
b PQ

Ahora se puede decir que AB y CD son propor
cionales a MN y PQ.

TEOREMA DE TALES DE MILETO
Tres 0 més rectas paralelas determinan, en d®
rectas secantes cualesquiera, segmentos P

porcionales.
Af \F =

e B O —"‘gi

[\ .

R

4
'-l-.._______r::l_




5i @, /| @y /| @3, se cumple

Corolario del teorema de Tales o Corolario 1

B
L s
& Y
Si LS // AC, se cumple
[‘B_Lzﬁﬂo BL_LA |
LA SC B.S" SC

Corolario del teorema de Tales o Gnm{arin 2

; )
BA
A £
Si KS // AC, se cumple
kB_sB| |kB_BC
BC BA SB ™ BA

Capitulo VIli: Proporcionalidad de segmentos

TEOREMA DE LA BISECTRIZ INTERIOR

En todo tridngulo, una bisectriz interior deter-
mina, en el lado al cual es relativa, segmentos
proporcionales a los lados adyacentes a dicha

bisectriz.
B
g
. a

C

Si BP es bisectriz interior relativa a AC, se cumple

m_¢
n

a

TEOREMA DE LA BISECTRIZ EXTERIOR
En todo tridngulo, una bisectriz exterior deter-
mina, en el lado al cual es relativa, segmentos
proporcionales a los lados adyacentes a dicha

bisectriz.

-8
™
.~

—

Si Eﬁ es bisectriz exterior relativa a E. se
cumple

a1
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TEOREMA DEL INCENTRO
En todo triangulo, la razon de los segmentos
determinados por el incentro en una bisectriz
interna, ubicados a partir del vértice correspon-
diente, es igual a la razon de la suma de las lon-
gitudes de los lados adyacentes a dicha bisectriz
y el tercer lado.

NS

Si / es incentro del AABC, se cumple

TEOREMA DE MENELAO

En todo tridngulo, al trazar una recta secante
que interseca a dos lados y a la prolongacion
del tercer lado, se determinan seis segmentos,
en los cuales se cumple que el producto de las
longitudes de tres segmentos no consecutivos
son iguales.

92

Si 7 es secante al AABC, se cumple

ﬁ-e-&m n-l ]

al

NoTta - —
En el grafico adjunto, \\

jAB_MN
BC NT
A M
B\\ N
C T

entonces Iﬂ, B_N ¥ ﬁ’ Nno son parale.
los necesariamente; es decir, el teore-
ma de Tales no es reciproco.

En el tridngulo adjunto,
&l E = E
TP LR
Q
T, L
! R

entonces TL /4 PR necesariamente.

En el triangulo adjunto,
AT A
BC EC B
orp
A E C

Ty . i
entonces a=f; es decir, BEes bisectr

interior relativa a AC. ”J




problema N.° 1

En el grafico ABCD es un rectangulo dividido
en cuatro recténgulns de igual area. Si AD mide
94 cm y trazamos DJ, icuanto mide MF?

A J B
M /
D F C
UNMSM 1992
Resolucion
A 0 L ¢ N ¢ J (| B
] L] L =
n
24-x
2 /
M
n X
D F

Nos piden MF=x.
Del dato, AL=LN=NJ=JB=L.

Como LJ//DF, aplicamos el corolario 2.

PROBLEMAS RESUELTOS

Problema N.° 2

En el grafico, ADEF es un cuadrado y ABC es un
triangulo rectangulo. El lado del cuadrado es

B _
E D
2
c F A
F 33— -
UNMSM 1995

Resolucion

I 3-x

Nos piden x.
Como AE es bisectriz interior del ABAC, aplica-
mos el teorema de la bisectriz interior.

CE 2

EB 3
Como ﬁ}?E, aplicamos el corolario 1.

x 2k

3-x 3k
3x=2(3-x)
3x=6-2x
Sx=6
x=6/5
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Problema N.° 3
Sabiendo que EF//AC, halle x.

UNMSM 2002

Resolucion

Nos piden x=A0.
Como EF//AC, podemos aplicar el corolario 1.

(L 3
E-E — I:I--'B'

B AEO es notable de 45°
x=92m

Problema N.° 4

En el gréafico, / es incentro y G es baricentro del
tridngulo ABC, AB=5cm, BC=8 cm e IG//AC.
Halle AC.,

94

Resolucion

Xx/2

: x/2
L
)

Nos piden AC=x.
Como G es baricentro de AABC, BG=2(GN).
Del dato, IG// TN
Por el corolario (1)
5l _ 00
IT GN
Bl 2k
e 0!

AABC, por teorema del incentro
BI _AB+BC
IT  AC
Bl 5+8
IT x ¢

Reemplazamos (1) en (1)
9+8 2R

X k

13 _
i
x=6,5cm

2



NIVEL BASICO

Del grafico mostrado, T y § son puntos
de tangencia, CT//BF//AS, mTG=53" y
BC=24. Calcule AB.

C
B
[_
A
A) 4 B) 3 C) 2
D) 5 E) 6

Del grafico adjunto, el trapecio isésce-
les ABCD estad circunscrito a la circun-
ferencia de centro O y T es punto de lan-
gencia. Si OM//TN//CL, BC=4 y AD=12,

calcule %
B C L
T N
M
A D E
A) 173 B) 2/5 C) 2/3
D) 172 E) 1/4

3. Del] gréfico, ﬁlﬂ'ﬁzﬂﬁgﬂﬁm AB=CD,

NM=QH, CQ=5 y CN=8. Calcule x.

PROBLEMAS PROPUESTOS

D M

- = - ?l‘l
r:/ N / .
| /\/ s

_
'{3

+ B -
TN
-+ X P .‘,?-’ 4
A H

A) 53° B) 30° C) 5392
D) 37° E) 3792

Del grafico, se muestran los cuadrados
ABCD, DEFG y SPQR. 5i AD=10, DG=HP=5,
calcule el perimetro de la regién sombreada.

B C
E F
H P Q
A D G
S R
A) 8 B) 12 C) 20
D) 24 E) 16

Del gréfico, T y F son puntos de tangencia,
AL ;
B=6 y OT=3. Calcule —.
T y alcule IF

A) 6/5 ~ B) 2 C) 5/4
D) 772 E) 11/7
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6.

96

En un 1nanguln ABC se ubican M y N en
los lados AB y EC respectivamente, tal
que MN//AC. Si AB=9, BC=6, AC=12 y
MB+BN=10, calcule MN.

A) 7 B) 9 C) 10
D) 8 E) 6

En el trapecio ABCD mostrado (BC//AD),
AP=8 y PC=4. Calcule BQ.

B Q C

A) 2
B) 1
C) 3
D) 2,5
E) 1,5

Se tiene el trapecio is6sceles ABCD
(BC//AD). Sus diagonales se intersecan
en R y AB=RD. En la prolongacién de DC

se ubica el punto M, tal que BM//AR. Si

BM _ 5 BG ~MR = {5}, calcule &
MC

SB’
A) 2 B) 172 C) 1/3
D) 3 E) 2/3

En el grafico mostrado, Ty P son puntos de
tangencia. Calcule 1’[% si AS = SF.

A) 1/2
B) 1/3
C) 14
D) 1/5
E) 1/6

10.

1.

12

Del grafico, AM+BC=9, AB*-MC-“
_ J5. Calcule AB* - BC™,

B
oS o
A
W‘:
P
A) 40 B) 50 C) 36
D) 45 E) 27

Del grafico, ABCD un cuadrado, TC=6,
CH=9 y AR=4. Calcule HR.

H
B C
T
R
A D
A) 6 B) 10 (Wil
D) 12 E) 4

En un cuadrado ABCD se ubica €l P“"m
en la prolongacién de CB. Si (MB]{'-"D}‘
(MD ~ AB={T}), calcule (TB)(MD).

A) 12 B)12v2 O 3“!
D) 2V6 F) 242

4




13.

14,

15.

Capitulo VIll: Proporcionalidad de segmentos

Del grafico mostrado, ABCD es un rombo,

2 3 1
= g C) =
AB=6 y DE=2. Calcule ET. A) 5 B) 5 ) 5
B C 4 A
~d D) - ) %
M #
16. Del grafico, G es el baricentro del triangulo
TB
ABC y FA=2(AN). Calcule c
A D £ T =
A) 3,5 B) 3 C) 45
D) 4 E) 55 T
En el grafico, AM=MC, LM=4 y TL=2.
Calcule TB.
alcule & 4 A c
B
A) 6 '
1
B) 5 A) % B) g ) >
C) 3 ,
o
D) 7 D) 2 B 2
E) 3,5 3
u 17. Del grafico, B y T son puntos de tangencia y
A M ¢ mBC = 74°, Calcule %

Del gréfico, la circunferencia esta inscrita

en el triangulo ABC. Si AB=7, BC=8 y AC=3,

Ml
ca]culeﬁ.
B

2 3 5

A) = B) = 2

3 ) 5 0 3

7 8

. D) L
A M c )3 B 3
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18. Del grafico, 7,// @y /| ¥, BC=2(AB), LS=2x,

19. Del gréfico, Z,// P, /| ¥5// 4, MN+PQ=6

98

NIVEL INTERMEDIO

KS=y+3,y > x.

Calcule el menor valor entero de x.

A/ \L . P
3/ \5 . ¥,

&

A) 2 B) 1 c)3
D) 4 E) 5

2
y CD=2(NP)=2(AB). Calcule {A;?

\ %
A) 5 B) 4 Q) 3
D) 2 E) 1

— — 3
Del gréfico, 7,// 2, /| @y /| @y y & =4,
b

Calcule x.

21.

L
X -

—, _,?2
\a
93
2c \c

] T
A) 6 B) 4 C) 8
D) 9 E) 16
Del grafico, Z,// o | Fn ¥y — =
el gréfico, 7, // gﬁfgyac Nk
Calcule E
A
- z K —;_?1
_ Bh1432 / 9,
S
- _-...?;
C L
3 3 4
A) < B) = Q) -
5 ) 4 13
5 9
3 [ E) -
8- ) 5
En un tridngulo ABC se traza

MN//AC (M € AB, N & BC), 5(AM)=3(MB) )
BN-NC=8. Calcule (BN)- (NC).

A) 220 B) 240 C) 260
D) 280 E) 320




23. Del gréfico, BL(SC -LS)=4. Calcule LS.

B

A) 2 B) 3 C) 4
D) 6 . E) 8

24. En un triangulo ABC se prolongan AB y CB
hasta K y S, respectivamente, tal que KS//AC,
5B=4, BC=7, BK=x+6, BA=y+3 y 2x > ¥.
Calcule el menor valor entero de x.

A) 29 B) 30 C) 31
D) 32 E) 33
= —— BT KT
25. Del gréfico, AB//CD, TS Calcule x.
K
A B
T

A) 21°
D) 24°

C) 23°
E) 25°

B) 22°

Capitulo VIII: Proporcionalidad de segmentos
26. Del grafico, mAC =4(m< LEC), CL=2(LS) y
AT=EC. Calcule AB/BC.

sw B
v

C) 2/5
D) 3/4 L
B 23

)

R
NV
V

27. Del grafico, ABCD es un cuadrado y BL=LC.

. DS SN
Si EE"[]' calcule N
8
B C
L\
N K
127972
A D
A) 20 B) { C) 02
D) 3 E) /4

28. Del gréfico, 5(AB)=3(BC) y AL=LS.

CK
Calcule T
A) 3 A
B) 972 o\ *
C) 13/3
D) 5/3

E) 12/5
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29

31,

100

En un_[_rianguln ABC, donde AB=8, se pro-
longa CB hasta L, tal que m<LBA=m<« CBK
(K € AC), BK=4. Calcule el mayor valor en-
tero de AC.

A) 21 B) 22 C) 23

D) 24 E) 25

Del grafico, DC=2, AC=3, AB=BC y
(AD)(CL)=8. Calcule CL.

A) 05 B) 0,8 1

D) 1,2 E) 14

Del grafico, B y L son puntos de tangencia,
AC=AB+2, CL=BC+1. Halle la relacién en.
tre ABy BC.,

A) AB=BC%4]
B) AB=BC?-)
C) AB=BC*+2
D) AB=BC?+3BC
E) AB=BC%-BC

32.

33.

En un triangulo ABC de incengyq I
la bisectriz interior BS, tal que BS= ;I:

perimetro de la region triangylay ABC .
. Bs

Calcule AC.
Ay T B) 8 C) 4
D) 5 E) g

Del grafico, mBL = mLC, mAS - mSC
2(AB)=3(BQ) y 3(BC)-2(AC)=12. |
Calcule AB.

A) 5
D) 9

B) 6 C) 8

E) 10

Del gréfico, AS=3(5B) y AL=LC.

SK
Calcule —,
cueKT




—_—

: Semejanza de triangulos

oar—— Capitulo IX

OBJETIVOS :
« Definir la semejanza de triangulos y conocer los elementos homologos y su relacion.
« Estudiar los criterios necesarios y suficientes para que dos triangulos sean semejantes.

« Utilizar la informacion de un tridngulo para calcular los lados o las medidas angulares
de otro triAngulo a través de la semejanza.

ici janza o constante
® Definicion Donde & es la razén de semeja

. Tk g de proporcionalidad.
Dos triangulos son semejantes si tienen igual

forma y tamafios diferentes.

. Nota
En dos tridngulos, los lados homologos

B
Q son aquellos lados opuestos a los angulos
P B de igual medida.
a 0 a i}
A C P R

PROPORCIONALIDAD DE ELEMENTOS HOMOLOGOS

[ AABC ~ QPQRJ

~ se lee “es semejante a”,

En el grafico, AB y PQ, BC y QR, AC y PR son
lados homélogos.

Lados homélogos son proporcionales
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II. Dos tridngulos son semejantes g -
lo del primero es de igual medig, qu:Eu.

angulo del segundo y los lados qye o in

terminan son, respectivamente, p’“l}mciu:

nales.

B
Q /
/ ak
a
\//ﬂ/\ /

AB BC _AC_BH AT _HC_AH _a_, P R A :
MN NL ML NF MS FL MF b - b - ——bk—

En el grafico, los triangulos mostrados son
Donde k es la razén de semejanza. semejantes.

[ LAPOR ~ AABC

@ Casos notables de tridngulos

semejantes ” ; ;
lll. Dos triangulos son semejantes si los tres
I.  Dos tridangulos son semejantes cuando tie- lados del primero son proporcionales a los
nen dos pares de angulos interiores, res- tres lados del segundo.

pectivamente, de igual medida.

: /AN
7N

A C
= : b b {
A c
Q /O
ck ak
a B / \
P R P _f'
} bk
En el gréfico, los triangulos mostrad dos
I U son g i ostra
semejantes. En el grafico, los triangulos m

semejantes.

aasc-an 9{] | aaBc- apor |
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Capitulo IX: Semejanza de triangulos

A

@ Teoremas asociados a la semejanza  *
de tridngulos |

En el grafico, sim<BAC=m<« LBC, se cumple

2.

Si M ABCD es inscriptible, se cumple
3.

6 }A} a B
m
==
: X |
n
D b |C

— SiAB// F_Q;’f E? se cumple
Si AB//PQ, se cumple

% an+bm
n+m
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si PO//CD, se cumple

7.
£_m
d
9. AFEm—+—n— B
Si CP yﬁ son alturas, se cumple N
8. B 1
D} x —y— |
Si AB//CD, se cumple
P Q
/+—r7é~d+—|
m.-¥
Cr—m—i ( D
104



PROBLEMAS RESUELTOS

problema N. 1 o {,
gorel grafico P, Q y T son puntos de tangencia,
4 y b son los radios de las semicircunferencias. u

Determine la distancia del punto T a la recta PQ.

A D
UNMSM 2008-1i
Resolucion
B 5cm E X C
UNMSM 2011 B « =
t
B
Resolucién HM
x+5¢cm
At
o B 1
A D
—————x+5cm——

Nos piden EC=x.

Nos piden TH=x. Dato: AM=4(ME)

Trazamos OP y 00Q

: BE=5cm
. g ulo
ks EEPOO e g nipecloeciing ABCD es un cuadrado.
C OPyv0'0Q a de semejanza .
omo TH//OPy O'Q, por teorem Como BE//AD,
TH = (0OP)(TO") +(0'Q)(OT) m<« EBD=m<« MDA (angulos alternos)
TO'+OT m<« BEA=m<MAD (angulos alternos)
TH=3 (b)+bla) Observamos que
b+a ABEM ~ ADAM (A-A-A)
y = 2ab BE EM
a+b AD MA
5cm b
Problema N.* 2 x+5cm 4%
<En el gréfico, ABCD es un cuadrado, AM=4ME y
BE:E CIm. Calcule EC. e :=IE cm
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Problema N.° 3 4
En la figura, AB=5 cm, BC=6cmy

DE//AC y BD=EC, calcule DE.

C=7 cm. Si

UNMSM 2008-1I

Resolucion

Nos piden DE=x.
Datos: AB=5 cm, BC=6 cm, AC=7 cm,

DE//AC y BD=EC=[

Por teorema de semejanza
x BD X (

7em AB  7cm S5cm

(I

7
=w{
5 e (D
Por teorema de Tales en el AABC
BD_BE . 0 _6-I
AD ~ EC -t 0
— f:-s—?-

Reempiazamﬁos (I) en (1)

x:ii.[éﬂ]
311

TN

Problema N.° 4

En el tridngulo ABC del grafico, 4p - 43
Cm,

Halle BC.
B

D

Resolucién

Nos piden BC=x. |

Dato: AD = 4/3

Trazamos DF, tal que m< FDC=20°.

— FC=FD=AD=4\3

En el ADFC is6sceles trazamos FM LDC.
— DM=MC=t

Luego trazamos CH L AB

— IBHC ~INFMD

sy
43t

INDHC es notable de 30°y 60°

U]

Reemplazamos (1I) en ()

mmfﬁ

x=12 cm



PROBLEMAS PROPUESTOS

NIVEL BASICO
T 4. En el grafico adjunto, AC=0F, 3(MF)=2(BC)
1. Sea TH//ABy Z//MP.Si T es punto de tan- y CH=6. Calcule FD.
gencia, AM=6y TP=8, calcule MT.

P
A) 8 B) 6 C) 5
D) 12 E) 4
5. En un trdngulo ABC se traza la cevia-
A) T B) 5 C) 14 na interior BL, luego se traza la ceviana
D) 4V3 E) 10 interior LS en el tridngulo BLC, BL=BS,
m< BAC=2(m« SLC) y AL=2(LC)=4. Calcu-
le AB.

2. En un tridngulo rectangulo ABC se traza la
bisectriz interior BD, en AB y BC se ubican
los puntos F y E, respectivamente, tal que

A) 245 B) 26 C) 27

FE//AC y m«EDC=45°. Si FB=8 y BC=10, D) 42 E) 23
calcule BD.

6. Del grafico, SN=2(NT)=8. Calcule LS.
A) 6 B) 45 C) 9
D) 20 E) 2

3. En un triangulo rectangulo isésceles ABC,
recto en B, se trazan BH y AM, los cuales son

altura y ceviana interior, respectivamente,

y se intersecan en P. Si §£=4 y AP=12,

PH

calcule PM.

A) 5 B) 6 C) 8 A) 43 B) 63 ©) 5-«@
D) 3 E) 9 D) 3V6 E) 4v6
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7.

10

108

Del grafico, AS=2,5L=3, AL=4,AB=6,5C=7
y BC=6(AS). Calcule SK.

A) S5
D) 13/4

B) 14/3

C) 4
E) 11/3

En un tridgngulo ABC se ubica el punto in-
centro I: en AC se ubica el punto M, tal
que BC=9, IC=6 y MC=4. Si m< AMI=T0°,
calcule m<BIC.

A) 125°
D) 140°

B) 130° C) 110°

E) 120°

En un triéngulo ABC, AB=7 y BC=3: ade.
mas en las prolongaciones de CA y BC
se ubican los puntos R Y M, respectiva-
mente. Sj IE(RA}=11{RC}=I?E, RE=14 y
m{AB_E =m<x CRE (E es punto exterior rela-
tivo a AC del AABC), calcule m« ECM.

A) 60°
D) 539%2

B) 30° C) 3792

E) 53¢

En un tridngulo ABC se traza la ceviana in-
terior BM, y en BM se ubica el

Punto L, tal
que BL=5(LM)=5y AL =3, Si MC=2(AM) y
BC=10, calcule m« MBC.

A) 53° B) 37972 C) 5392

D) 37° E) 30°

b i

12,

13.

14,

Del grafico, AC=AT=4(AB)=4, FB=

FC=4 y
m<« FAC=20+f. Calcule < it tma Ay
F
A) 37°
B) 60° o
C) 53° p
D) 90°
E) 45°

Se tiene el rectangulo ABCD. En las prolonga.
ciones de AB y AD se ubican los puntosEyF,
respectivamente, y en DF se ubica el puntoT,

tal que CT//ED. $i 2(AB)=3(BE), calcule —i—;.
Considere que E, Cy F son colineales,

A) 3/7
D) 4/3

B) 2/3 C) 355

E) 3/4

En un cuadrilatero ABCD,
M« BCA=m<ADB=90° BD ~ AC={R} y

AD=DC. Si AR=7(RC) y BR=2, calcule RD.

A) 5
D) 8

B) 14 C) 6

E) 7

Del grafico, CB= 10, OD=4 y OC=5.
Calcule AC,

A) 5
B) 3
C) 2
D) 1
E) 6




16. Del grafico, OCM=MR, G es baricentro del

16.

17.

AABC y HC=1. Calcule FN,

B) 4

En un tridngulo ABC esta inscrito un rectan-
gulo MNLS, donde MS < AC, NL=4, MN=6 y
(AC)h=32 (h es la altura del triangulo NBL
relativa a NL). Calcule h.

C) 25
E) 3,5

Al B) 2

D) 3

Del grafico, mADC = mDCB, QL=NL+LP=5,
NL y PL toman valores consecutivos. Calcule

C) 73
E) 10/3

B) 5/2

Capitulo IX: Somejanza de tnangulos

NIVEL INTERMEDIO

18. Delgrafico, CD-AB=1. Calcule ABsi[S=1.2.

19.

21.

//.-
H v
L/
.";"
.-'( 1
A S D
A) 1 B) 2 C) 3
D) 4 E) 5

En un triangulo isésceles ABC se inscribe el
cuadrado MNPQ (M vy Q en AC), MP =22,
la distancia de B a NP es 5 y AN=PC.
Calcule AC.

C) 24
E) 3

A) 2,6
D) 2,8

B) 2,2

En un tridngulo ABC se traza MN (M € AC,
NeBC), tal que AM=4(MC)=8 y NC=4.
Si BN < 16 y las regiones triangulares ABC v
MNC son semejantes, calcule BN.

B) 1,5 C) 2

E) 3

A) 1
D) 2,5

En un tridngulo ABC se trazan la ceviana in-
terior AN y la mediana BM, que se interse-
canenl, AL=3(LN)=6 y m< BAN=m< LBN.
Calcule NC.

C) 8
E) 10

A) 6 B) 7

D)9
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f Vv 25 DE Ia'i o, ] b N 50N pUI'IlDS d "
e5 pun’tﬂ de lﬂn.gﬂn':ia 3 ’ I g ! : ] , [

22# DEI g[é.ﬁl:ﬂ, }' { { ). r .
} ‘ | i ‘ tros de ]ElS r'Egi.ﬂn.E‘s lﬁangu’arﬁs H! C1 Ti

B
A) 2/5 B) 3/7 C) 57
D) 4/9 E) 27
A) 2 B) /3 C) V4
D) V5 E) V6 26. Del gréfico, 0+a=180°, SN=2 y TC =53
Calcule ﬁ-
23. SiAB=2y CB=3, calcule MN—2. T
C D
A) 22 -
B) 5
C) 10 N 0B
D) 245
9
E) 23 A
M

24. Del gréfico, m<ABM=m«BNM,
AN=3(NM)=3 y AL=2(LC). Calcule MC.

B 27. Enelgrafico adjunto, DC=10,BC=2 yAB=3

Calcule MC,

A) 4
B) 6
C 9
D) 2,17
A % E) 8

L

B) 4 C) 3

ez
N o

10




o8, Del grafico, TB=2(FT) y (MB)(NB)=24,
calcule FH.

D) 2

29. Del gréafico, PR=TL, RT=9 y LF=4, calcule

AT

B

SZ

8840

30. SiBL=6 y LC=4, calcule AH.

SRENS

31.

Capitulo IX: Semejanza de triangulos

A) 210 B) 5 C) 10
D) 6 E) 8

En un tridngulo ABC se traza el MN//AC
(MeAB y NeBC), tal que BM=3(MA) y
MN+AC=35. Calcule AC-MN.

A) 3 B) 4 C) 5
D) 6 E) 7

En un tridngulo ABC se prolongan AB y
CB hasta P y Q, respectivamente, tal que
QP//AC; ademds, BQ, BC y BP toman valo-
res consecutivos. Calcule el valor entero de
AB si es menor que 7.

A) 3 B) 4 C) 5
D) 6 E) 7

Del gréfico, mAL =m<TSL y LN=3(TS).

Calcule % (T y L son puntos de tangencia).

A) 173 B) 273 C) 34
D) 1/5 E) 2/5

m



. Relaciones métricas

OBJETIVOS

Capitulo x

*  Establecer la relacion entre las longitudes de los elementos en una circunferencia, e,
un triangulo rectangulo y en un tridngulo oblicuangulo.

® Relaciones métricas en la
circunferencia

TEOREMA DE LAS CUERDAS

Si en una circunferencia se tienen dos cuerdas
secantes, se cumple que el producto de las lon-
gitudes de los segmentos determinados en una
cuerda es igual al producto de las longitudes de
los segmentos determinados en la otra cuerda.

A
M
N
B
En el grafico se cumple
LAbwB)=veyan |

12

TEOREMA DE LA TANGENTE

Si desde un punto exterior a una circunfereng
se frazan una recta tangente y una recta secanie
a ella, entonces el cuadrado de la longitud del
segmento tangente sera igual al producto de

las longitudes del segmento secante y su parte
externa.

En el grifico se cumple

F{A r}“n{AC]{ABJJ




TEOREMA DE LAS SECANTES
5i desde un punto exterior a una circunferencia

se trazan dos rectas secantes a ella, entonces
los productos de las longitudes de un segmento

secante y su pa.rte externa seran iguales.

En el grafico se cumple

[ eaea=eoxeo |

Capitulo X: Relaciones métricas

* Relaciones métricas en el triangulo
rectangulo

PROYECCION ORTOGONAL
A B

B

—

La proyeccién ortogonal de un punto sobre 4
es el pie de la perpendicular trazada desde
dicho punto a la recta. Asimismo, la proyeccion
ortogonal de un segmento sobre 7 es el seg-
mento cuyos extremos son las proyecciones or-
togonales de los extremos del segmento dado a

dicha recta.

Si AB es no paraleloala # — AB' <AB
SiAB/Z — AB'=AB

Del grafico anterior

P": proyeccion ortogonal de P sobre 7
A'B'; proyeccion ortogonal de AB sobre 7

En el triangulo rectangulo

<

A
—m—tp—
b —b —

—_—

AH: proyeccion ortogonal de AB sobre AC
HC: proyeccion ortogonal de BC sobre AC

13
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Teoremas
|. Entodo triangulo re ctangulo, el ¢

longitudes de la hipotenusa y 1a p

TR
i

uadrado de la longitud de cada cateto es igual aj pm"“ﬁd
royeccion ortogonal de dicho cateto sobre la hipﬂtenusa el
a

\ -

C a*=bn
—m n ~
— b .

9 En todo tridngulo rectangulo, la suma de los cuadrados de las longitudes de los catetos es jg,

al cuadrado de la longitud de la hipotenusa.

3. En todo tridngulo rectangulo, la longitud de la altura relativa a la hipotenusa es igual al product
de las longitudes de las proyecciones ortogonales de los catetos sobre dicha hipotenusa.

B
h
1
A H C
F—m—i n |

) T
4. Entodo tridngulo rectangulo, el producto entre las longitudes de los catetos €s igual al prod
entre las longitudes de la hipotenusa y la altura relativa a la hipotenusa.

/

h a

-

114




| ———

Del grafico, BH LAP, entonces x*=n (.

Del gréfico si 7, L y S son puntos de
tangencia, entonces x = 2JRr.

D c
b— b ——

Del grafico, si A, L y D son puntos de
tangencia, entonces x’=aq - b.

Capitulo X: Relacicnes metricas

 Relaciones métricas en el triangulo
oblicuangulo

TEOREMA DE LAS PROYECCIONES

En todo tridngulo, al trazar 1a altura relativa a un
lado (el pie de la altura estd en el lado o en la
prolongacion de dicho lado), se determinan dos
segmentos, en los cuales se cumple que la di-
ferencia de los cuadrados de las longitudes de
dichos segmentos es igual a la diferencia de los
cuadrados de las longitudes de los lados adya-
centes a dicha altura,

/!

A—m—p4——n—+C

[az_cz=n1_mz ]
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TeoremA DE EUCLIDES

Primer caso

En todo triangulo, el cuadrado de la longitud del
lado que se opone a un angulo agudo es igual a
la suma de los cuadrados de las longitudes de
los otros dos menos el doble del producto de las
longitudes de uno de ellos con la proyeccion or-
togonal del otro sobre aquel.

En el grafico, para a < 90 se cumple

La2=b2+c2~2bm ]

Segundo caso

En todo tridngulo obtusangulo, el cuadradn
de la longitud del lado que se opone al angulo
obtuso es igual a la suma de cuadrados de las
longitudes de los otros dos mas el doble del pro-
ducto de las longitudes de uno de ellos con la
proyeccion ortogonal del otro sobre aquel.

En el grafico, para ¢ > 90°, se cumple

(orecvam )
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TEOREMA DE STEWART

En todo triangulo, al trazar una cevi

rior, se cumple que el cuadrado de la n]m,a
de la ceviana por la longitud de| lado 3) . Bityg
relativo es igual a la suma del productg
cuadrados de las longitudes de los Jag , .
centes a dicha ceviana con la longiyyg e i
mento parcial opuesto menos el progdyey, de
longitudes de los segmentos t:l‘tﬂztezrnm-ﬁ,dIch
dicha ceviana y la ceviana.

Del grafico, E‘E. que es ceviana interior,

se cumple [jzb=c2n+azm —m-rr*b]

TEOREMA DE LA MEDIANA

En todo tridngulo, la suma de los cuadrados d¢
las longitudes de dos lados de un tridngulo &
igual al doble del cuadrado de la longitud de®
mediana relativa al tercer lado ms la mitad &
cuadrado de la longitud de dicho tercer lado:

A M ¢

b b/2 02—

: b "
e{'ﬂlﬂpk

Del grafico, BM, que es mediana, s

-

2 b-
c+at =2n1¢, +'2"
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mA DE HERON (CALCULO DE LA ALTURA)
En todo triangulo, la longitud de una de sus al-
turas €s igual al producto entre el doble de la
inversa de la longitud del lado al cual es relativo
con la raiz cuadrada del producto del semiperi-
metro y las diferencias de este con las longitu-
des de cada uno de los lados.

A

Del grafico, B_!f, que es altura, se cumple

hﬁ%\:‘n{p-a)(p—b}(p—r)

Donde

abie (semiperimetro)

CALCULO DE LA BISECTRIZ INTERIOR

En todo tridngulo, el cuadrado de la longitud de
una bisectriz interior es igual a la diferencia en-
tre el producto de las longitudes de los ladbs ad-
yacentes a dicha bisectriz con el producto entre
las longitudes de los segmentos determinados
Por dicha bisectriz en el lado al cual es relativo.

Capitulo X: Relaciones metricas

Del grafico, E}, que es bisectriz interior,
se cumple

(

l_.r!=f ‘a-m-*n ]

CALCULO DE LA BISECTRIZ EXTERIOR

En todo triangulo, el cuadrado de la longitud de
una bisectriz exterior es igual a la diferencia en-
tre el producto de las longitudes de los segmen-
tos que dicha bisectriz determina en el lado al
cual es relativo con el producto entre las longi-
tudes de los lados adyacentes a dicha bisectriz.

Del grafico, BE, que es bisectriz exterior,

se cumple

(2=m-n-a-c ]
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ProsLEMAS RESUELTOS

Problema N.° 1

Las longitudes de dos circunferencias concen-
tricas son 31,4 my 18,84 m. Si se traza una cuer-
da al circulo mayor que sea tangente al circulo
menor, entonces la longitud de dicha cuerda es

UNMSM 1993

Resolucion

Nos piden AB=x.

Datos
long. €,=31,4=21R — R=5
long. ®,=18,84=2nr — r=3

Por teorema, OTLAB y AT=TB=x/2

Del NATO, por teorema de Pitagoras,

x 2 a2
| =52
(5] -5-s

2
X
T_lﬁ
x=8m

18

Problema N.° 2

Los lados de un tridngulo miden 18 ¢py, I8¢
9 cm. ¢Qué longitud igual se debe Quitar 5 2
lado para obtener un tridangulo rectangyy

m]m

Resolucién

AN

9

/ 8 ]E\j

b 1

Ahora restando x a cada lado

B

A 18-x 5

Nos piden x.

Del NABC, por teorema de Pitagoras
9-22+(16-x)°=(18-x)’
X%~ 18x+814256+x2~32x=324+x°- 36
X2~ 14x+13=0
Ker
x -1
x=13 o0 x=]

x=13 cm: no puede ser porque un 1ad serd
negativo,

x=| em




Ll

T

Capitulo X: Relacionaes meétricas

problema N. 3 Problema N.° 4
gn el gréfico, se muestra un trapecio isosceles En el grafico, tenemos CB=BE=x cm, DC=z cm,
cuyas bases miden a cm y b cm. Halle el radio AB=y cm, ademas, AE=ED=a cm. Halle el valor

de la circunferencia inscrita. de z en funcién de x e .

C

UNMSM 2003

Siln
=

Resolucion A

Resolucion

X

-
A E D
Nos piden r. b a I

Como MPQN es un trapecio isésceles circuns-
crito a la circunferencia &

= ML=LP=a/2 y NS=SQ=b/2 NAEB: T. de Pitagoras x’+a°=y?

; _ =00° restando
Se sabe que 20:+26=180° — a+6=90 I\ CED: T. de Pitagoras (2x)*+a*=2*

Nos piden z en funcion de x e y.

DPOQ: por relaciones métricas

(altura al cuadrado) x-dxt=y?-2*
ab '
rz=E'E - Z%=y*+3x?
'=%«Eﬁcm | . z=y3x%+y’ cm
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ProsLEMAS PROPUESTOS

NIVEL BASICO
1. SiBC=4, BM=3y AM=3(MC), calcule MN.

A) 4
B) 3
C) 6
D) 5
E) 8
N
2. SeanM, N, F y R puntos de tangencia,
mMT =mFL y (FN)(TD+DN)=16.
Calcule (RF)°.
A) 15 B) 14 Q) 16
D) 17 E) 13
3. Si Ty Q son puntos de tangencia, AT=5
TC=12y 8r=5R, calcule QT.
A
‘B
0 .
e
120

A) 6 B) 10

C) 8
D) 9

E) 7

4. SITH=HF=1Yy (SP)(FP)=s5, calcyjq
(T v Q puntos de tangencia) |

370 53° 45°
B soveee B) — e
: ) = 0 3
D) 30° E) 15°

Del gréfico mostrado, EM=3(OE) y

OB
2(A0)=3(0D). Calcule —.
)=3(0D) acueoc

4 3
A) 2 B)E 0 3
5 /8




g En un cuadrilatero ABCD. las diagonales

miden 6 v 8, v la diagonal media que tiene
<us extremos ubicados en dos lados opues-
tos mide 5. Calcule la medida angular deter-

minada por sus diagonales.
A) 37° B) 90°  ©) 53
D) 37°72 E) 53972

Del grafico mostrado, RB=RE y (AS)(AH)=18.
Calcule FC.

B

C) 6
E) 3v2

A) 9
D) 2\?3

B) 3

Sea T punto de tangencia, (OB)(0OC)=24,
TM=MC y AC=8. Calcule la distancia de O
hacia AC.

B) 4

Se tiene el triangulo BTP, donde la
M<BPT=30°, y en la regi6n exterior relativa
a TB se ubica el punto A: luego se construye

Capitulo X: Relaciones metricas

una semicircunferencia de diametro AB
v langente a TP en el punto T. Si BP=16 ¥
AB =14, calcule la distancia de T hacia AB.

Q) 43
E) 243

A) 8
D) 6

B) 7

10. En el cuadrado ABCD se ubica el punto P

1.

en la region interior, tal que APQD es un
romboide m« ABP=45° y (BP)*+(PD)*=12.
Calcule PC.

C) 12
E) 6

A) 1242 B) 62

D) 3.2

Del grafico, BMNT es un rombo, AM=6,
NT=3 y AC=12, Calcule BN.

A) 4 B
B) 3

C)

M| w M‘E
=

D)

E) 5

12. Del grafico adjunto, AB=2(AC)=4.

Calcule BE.

22
en oo
3
L
848
& ©
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13. Sean P, T vy C puntos de tangencia, r=2y

14,

15.

AB=5. Calcule 13(TB)*.

A
A) 320 B) 280 C) 325
D) 292 E) 282

Se tiene el tridngulo ABC vy se traza la cir-
cunferencia que contiene al vértice y es tan-
gente a AC en su punto medio M. Dicha cir-
cunferencia interseca a los lados AB y BC en
los puntos Q y T, respectivamente. Si AQ=4,
QB=5, TC=3 y BHLAC (H en AC), calcule
(HM) - (MC).

62 38 63
A) =< B = i
) ) 3 C) e
26 25
D) 3 E}T;‘

Del grafico mostrado, ABCO es un cuadrado
y OC =/3. Calcule (TL)*+(LB)?.

L
T A B
0 C
A) 10 B) 9 C) 6
D) 4 E) 8

16. Calcule BR si 2(BG)(BE) - (RT)(TE)

17.

18.

=24

A) 26 B) V6

D) 243

En un tridngulo ABC, AB=4, BC=6 y AC=2.
Calcule la altura relativa al lado AC.

nim mVE o ?
D) 22 E) 211
NIVEL INTERMEDIO

Del gréfico, r=2. Calcule TS si T'y O sonpur
tos de tangencia.

A) 243
D) 246

B) 4



Capitulo X: Relaciones métricas

Igré,fitﬂ-’z"w}u‘ﬂ) y KL=2(CD)=4. 22. D?fﬁmnmf es punto de tangencia,
19. g:k;ule IC. mMO =mNO = 60" y AM =2J3.

Calcule MN.
A) V3(J6+1) A
B) v5(v3+1) \
0) 2(v5+1)
D) v2(¥3+1)
E) V3(V5+1)

A 7 B) 6 C) 5

D) 4 E) 3 23, Del grafico, R=3r=6, T 'y O son puntos de

tangencia. Calcule LT.
20. Del gréfico, PL=LQ, DM=2(LN), NC= 2(ML)

B -QB.
y (LN)2=(LM)*=PQ. Calcule AP-Q A) B+

B) 2(v3-1)
C) 4(v2-1)
D) 2(v2-1)
E) 3(2-1)

24. Del grafico, T es punto de tangencia, LB=1,
AB=3(TB) y MT=2(TB). Calcule NB.

A1 B) 15 C) 2
D) 2,5 E) 4
N
21. Del gréfico, NC=NB+1, AN=DN+2 y M

(AM)(NC)=32. Calcule DN.

ogoz2E

-~ oo B W
-

X
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25. Del grafico, § es punto de tangencia, OL//KA

Calcule ﬂ
y LA=2(AM). Calcule —7c-

J15
5

C)

2
D) = E) 2

26. Del gré&o, OA=LM=1. Calcule la distancia
de L a OK.

A) 1,8
B) 2 7 K
C) 2,2 s

D) 24 . .
E) 2,6 N

27. Del g’r_éjﬁcn* LM=MD, LT=2(LM)=6y
la mAL = mSB. Calcule AT.

A 6(y5-1) B) 5(v3-1) ©) 6(3-1)
D) 5(v2-1) E) 6(v2-1)

124

28. Del grafico, T, S y N son puntos de tangep,

cia, OL=LK=2. Calcule x.

A) 3/2 B) 5/3 C) 6/5
D) 9/8 E) 97

. Del gréfico, LO\=O\M, a+08=90°y

(AP)*+(AB)*=14. Calcule (CP)*+(CB)~.

A) 7 B) 9 (o1 8
D) 14 E) 16

. En un tridqngulo ABC, cuyas longitudes de

los lados AB, BC y AC son valores consect”
tivos de forma creciente y el I3""-‘ﬁ““3m:“je
la regién ABC es 18, calcule la longitud d¢ .
proyeccién ortogonal del lado menor sobr®
el lado mayor.

A) 2 B) 24/7 c) 27
D) 19/7 E) 175

-











































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































